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Vorwissen und Lernziele

Vorwissen und Lernziele

Vorwissen

Erforderliches Vorwissen fur «Mathematik flir Wirtschaft und Finanzen: Zinsen, Preise
und Optimierung»:

Rechenoperationen und Zahlenbereiche
Potenzen, Wurzeln, Logarithmen

Lineare Gleichungen und Ungleichungen
Lineare Gleichungssysteme

Lineare Funktionen

Quadratische Funktionen

Lernziele

Nach der Bearbeitung dieses Lehrmittels konnen Sie ...

Problemstellungen zu einfacher und gemischter Verzinsung l6sen.

die Grundformel der Zinseszinsrechnung auf Schulden und andere wirtschaftliche
Bereiche anwenden.

die Grundformel zur Berechnung des aquivalenten Zinssatzes einsetzen und nach allen
Variablen auflosen.

die Grundformel der Annuitat im wirtschaftlichen Kontext anwenden und dabei nach
allen Variablen (ausser dem Zins) auflosen.

die Grundformel der Annuitat auf Darlehen und Renten anwenden.

weitere Aufgaben zur Kapitalisierung und Annuitat l6sen.

Probleme der vollkommenen Konkurrenz mit linearen Funktionen fur Angebot und
Nachfrage modellieren und algebraisch l6sen.

die Preisbildung bei Monopolen erklaren sowie mit einfachen Modellen den optimalen
Preis und die Gewinnzone ermitteln.

gegebene Sachverhalte im wirtschaftlichen Kontext als Ungleichung oder Ungleichungs-
system formulieren.

die Losungsmenge eines linearen Ungleichungssystems mit zwei Variablen grafisch
veranschaulichen und interpretieren.

lineare Optimierungsprobleme mit zwei Variablen erkennen, grafisch veranschauli-
chen und I6sen.

die lineare Optimierung in Anwendungsaufgaben aus dem Finanzbereich, der Produk-
tion und der Logistik anwenden.



Mathematik fiir Wirtschaft und Finanzen: Zinsen, Preise und Optimierung
1 Wie wird der Zins auf ein Kapital berechnet?

1.2 Einfache Verzinsung

Bei der einfachen Verzinsung wird immer nur das Anfangskapital verzinst. Die jahrlichen
Zinsen werden im darauffolgenden Jahr nicht mitverzinst. Somit bleibt der Zinsbetrag in
jeder Zinsperiode konstant. Der Zinsbetrag Z errechnet sich aus dem Anfangskapital K0 und

einem Zinssatz p wie folgt:
KO-p
100

7=

Beispiele:

Wir legen ein Kapital von 1000.— CHF fiir ein Jahr zu einem Zinssatz von 2.5% an. Pro Jahr

1000-2.5
ergibt sich ein Zinsbetrag von Z = T =25 (CHF).

Das Endkapital wird berechnet, indem der Zinsbetrag zum Anfangskapital dazugerech-
net wird.

Legen wir den Betrag von 1000.— CHF fir ein Jahr zu einem Zinssatz von 2.5% an, so ist

1000-2.5
das Endkapital K =K +Z=1000+ ——— =1025 (CHF).
1 0 100
Ist das Kapital Uber mehrere Zinsperioden angelegt, so summiert sich der Zinsbetrag auf.

Legen wir den Betrag von 1000.— CHF fur ein Jahr zu einem Zinssatz von 2.5% an, so ist
jedes Jahr der Zinsbetrag von 25.— CHF geschuldet. Nach zehn Jahren kommt ein (aufsum-
mierter) Zinsbetrag von 10-25 =250 (CHF) zusammen. Das Endkapital betrdgt somit nach
zehn Jahren Klo =K0 +250=1250 (CHF).

Allgemein lasst sich der (aufsummierte) Zinsbetrag flir n Zinsperioden berechnen durch:

n-KO-p
7 =——
n 100

Berechnen wir damit den Zinsbetrag fir 1, 2, 3, ..., 10 Jahre fir ein zu 2.5% verzinstes Ka-
pital von 1000.— CHF, so ergibt sich folgende Wertetabelle ( n ist die Laufzeit in Jahren;
Zn ist der aufsummierte Zinsbetrag nach n Jahren):

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

zZ 25 50 75 100 125 150 175 200 225 250

n
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1 Wie wird der Zins auf ein Kapital berechnet?

Wir zeichnen diese Punkte in ein Koordinatensystem ein und erhalten so einzelne Punkte,
die alle auf einer Geraden liegen:

LA Z

250 e

~ 100 e
=l |

0 I I
12314516 7 8% 910
| | | | | | | | | | |

\ B

Das Kapital Kn nach n Jahren ist das Anfangskapital plus der aufsummierte Zins-

betrag Zn:

n-K,p nep
K =K +Z =K +———=K -[1+——
no 0 Tn 00 100 0 100

Wir fassen die Formeln bei einfacher Verzinsung zusammen:

Einfache Verzinsung

Bei der einfachen Verzinsung bleibt der Zinsbetrag Z fur eine Zinsperiode Uber die ge-
samte Laufzeit konstant. Er berechnet sich fir ein Anfangskapital KO und einen Zins-

satz p wie folgt:

— KO .p
100

Der aufsummierte Zinsbetrag Zn nach n Zinsperioden berechnet sich durch:
n 'Ko-p
zZ =———
n 100
Das Endkapital Kn nach n Zinsperioden ist das Anfangskapital KO plus der aufsummierte

Zinsbetrag Zn:

n-K p np
K =K +Z =K + ——=K -(1+
n 0 n 0 100 0 100
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1 Wie wird der Zins auf ein Kapital berechnet?

Wir fassen zusammen:

Verzinsung mit Zinseszins

Bei der Verzinsung mit Zinseszinsen wird am Ende jeder Zinsperiode der Zinsbetrag zum
zinstragenden Kapital hinzugerechnet. Das Kapital Kn nach n Zinsperioden berechnet sich

fur ein Anfangskapital K0 und einen Zinssatz p wie folgt:

n
K =K - 1+L
vt 100

Der Faktor g =1+ % heisst Zinsfaktor. Mit ihm ergibt sich die Formel:
=] - ql
Kn KO 4
Der aufsummierte Zinsbetrag nach n Jahren ist das Endkapital Kn minus dem Anfangs-
kapital KO:

= —_ = cqlt —
Zn Kn KO KOq KO

Berechnen wir den Zinsbetrag fur 1, 2, 3, ..., 10 Jahre fir ein zu 2.5% verzinstes Kapital
von 1000.- CHF, so ergibt sich folgende Wertetabelle ( n ist die Laufzeit in Jahren; Zn ist

der aufsummierter Zinsbetrag nach n Jahren):

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Z | 25 |50.63|76.89 | 103.81 | 131.41 | 159.69 | 188.69 | 218.40 | 248.86 | 280.08

n

Dies stellen wir grafisch dar (blauer Graph) und vergleichen den Verlauf mit der einfachen
Verzinsung (griner Graph):

|
30047 |

| 1
250 /

\ S
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1 Wie wird der Zins auf ein Kapital berechnet?

Anfangskapital gesucht
Wenn wir aus dem gegebenen Endkapital Kn und dem Zinssatz p (oder Zinsfaktor g ) das

Anfangskapital K0 suchen, l6sen wir die Gleichung nach Ko auf:

K = Ko-q” |:q"

n - KO
Zinssatz gesucht

Ist nach dem Zinsfaktor g oder dem Zinssatz p gefragt, so mussen wir eine Potenzgleichung
I6sen, da die Unbekannte die Basis einer Potenz ist. Wir l0sen durch Wurzelziehen:

K =K, q" |K,
Kn n
K_o =q" A
K

= q

Ausg=1+ % folgt der Zinssatz p =100-(g — 1).

Anzahl der Zinsperioden gesucht

Ist nach der Laufzeit, also nach der Anzahl der Zinsperioden n, gefragt, so steht die Unbe-
kannte n im Exponenten einer Potenz. Wir miissen daher eine Exponentialgleichung I6sen.

Das geschieht durch Logarithmieren:

—_ /) .
Kn = KO q |.K0
Kﬂ
? = q" [lg (Zehnerlogarithmus anwenden)
0
Kﬂ
Ig o = lg(q”) |TU (Logarithmusgesetz fiir Potenzen)
0
Kn
1 = n-l :1
g % n-lglq)  |:1glq)
0
Kn)
Ig
Ko
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1 Wie wird der Zins auf ein Kapital berechnet?

Beispiele:

Flavia mochte ihrer Patentochter Alina zum 18. Geburtstag einen Betrag von 5000.— CHF
schenken. Dazu er6ffnet sie zur Geburt von Alina ein Konto mit einem Zinssatz von 5%.
Welchen Betrag muss Flavia bei der Geburt von Alina anlegen, damit der Kontostand am
18. Geburtstag 5000.— CHF ist?

5
Es ist das Anfangskapital gesucht. Wir setzen die gegebenen Werteund g =1+ T.O =1.05

in die Formel ein:

K

n

K = = 2000 =2077.60
0 47 1.05'8 :

Flavia muss den Betrag von 2077.60 CHF anlegen.

Hans hat vor 30 Jahren ein Kapital von 25000.- CHF angelegt. Heute stehen ihm dadurch
60681.60 CHF zur Verfugung. Zu welchem Zinssatz konnte Hans das Kapital anlegen?

Es ist nach dem Zinssatz gefragt. Wir berechnen erst den Zinsfaktor:

K 60631.6
=30 ——— =1.03
K, 25000

Dann den Zinssatz:

p=100-(g—1)=100-(1.03-1) =3

Hans hat das Kapital zu 3% angelegt.

Wie viele ganze Jahre muss Luc ein Kapital von 10000.— CHF anlegen, um bei einem Zins-
satz von 1% am Ende mindestens 12000.— CHF zu erhalten?

1
Es ist nach der Anzahl der Zinsperioden gefragt. Mit ¢ =1+ —— =1.01 folgt:

100
g | g 12000
K, 10000 ) 1g(1.2)
. = = =18.32
1e(q)  Ig(1.01)  1g(1.01)

Die Anzahl Jahre muss eine ganze Zahl sein. Daher miissen wir den Wert 18.32 aufrunden,
um am Ende mindestens 12000.— CHF zu erhalten. Luc muss das Kapital 19 Jahre anlegen.
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3 Wo wird die Zinseszinsrechnung angewendet?

3 Wo wird die Zinseszinsrechnung angewendet?

Aufgabe 17

Welche Kredithohe kann Elias bei einer Bank mit einem Zinssatz von 3% aufnehmen, wenn
er bereit ist, in einem Jahr 600.— CHF an Zinsen zu bezahlen?

3.1 Schulden

Wenn wir uns Geld leihen, verlangt der Kreditgeber einen Zins. Die Berechnung der Zin-
sen und Zinseszinsen bei Krediten funktioniert genau gleich wie beim Sparen. Gerade bei
grossen Betragen ist darauf zu achten, dass die Zinseszinsen nicht unterschatzt werden.

Beispiele:
Mauro mochte sich ein neues Auto im Wert von 50 000.— CHF kaufen und nimmt dafur bei
der Bank einen Kredit auf. Die Bank verlangt einen Zins von 2%. Der Kredit soll zusammen

mit den aufgelaufenen Zinsen nach 3 Jahren zurtickbezahlt werden. Wie viel muss Mauro
am Ende bezahlen?

Wir verwenden hier die Formel
n
K =K -[1+ e
n 0 100
zur Berechnung des Betrags, den Mauro am Ende bezahlen muss:
2 \3
K =50000-|1+——| =53060.4
3 100

Somit muss Mauro am Ende 53060.40 CHF bezahlen. Das heisst, er bezahlt 3060.40 CHF
Zinsen.

Kleinkredite werden oft mit einer vierteljahrlichen oder monatlichen Zinsperiode verzinst.
Entsprechend verwenden wir die Formeln fir die unterjahrige Verzinsung.
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3 Wo wird die Zinseszinsrechnung angewendet?

Alina sieht folgendes Angebot: «Bestellen Sie jetzt einen Hometrainer fir 450.— CHF und
bezahlen Sie spater. Wir verrechnen nur 1.5% Zins p.m.» Welchen Betrag muss Alina be-
zahlen, wenn sie den Hometrainer jetzt bestellt und erst in einem halben Jahr bezahlt?

In diesem Beispiel missen wir mit der Formel

pm m-n
K =K -(1+——
n 0 100
fur die unterjahrige Verzinsung rechnen:

1.5 )6
K=450-(1+——| =492.05
100

Somit muss Alina in einem halben Jahr 492.05 CHF bezahlen. Das heisst, sie bezahlt in
einem halben Jahr 42.05 CHF mehr, als wenn sie den Hometrainer sofort bezahlt hatte.

Aufgabe 18

Joel leiht sich von seinem Bruder fiir den Kauf einer Wohnung 35000.— CHF zu einem Jah-
reszins von 0.5%. Er mochte den Betrag inklusive der Zinsen nach 4 Jahren zurlickzahlen.
Welchen Betrag muss er seinem Bruder bezahlen?

3.2 Degressive Abschreibung

Wenn Sie sich ein Auto kaufen oder wenn ein Unternehmen eine neue Maschine kauft,
verliert diese Anschaffung Uber die Jahre ihrer Nutzung an Wert. Daher mussen Investi-
tionsguter in der Buchhaltung jahrlich abgeschrieben werden. Die zwei gebrauchlichsten
Methoden der Abschreibung sind die lineare und die degressive Abschreibung.

Bei der linearen Abschreibung wird wahrend der voraussichtlichen Nutzungszeit jedes
Jahr der gleiche Betrag abgeschrieben. Wird z.B. eine Maschine fiir 30 000.— CHF gekauft
und voraussichtlich fiir 5 Jahre genutzt, so werden jahrlich 6000.— CHF abgeschrieben.
Nach einem Jahr ist der Bilanzwert somit noch 24000.— CHF und nach 5 Jahren ist der
Bilanzwert 0.— CHF.

31
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4 Wie wird eine Rente berechnet?

Beispiel:

Wir berechnen das Kapital, das wir nach 10 Jahren auf dem Konto haben, wenn wir bei
einem Zinssatz von 2% Ende jeden Jahres 500.— CHF auf ein Konto einzahlen.

"—1
Die gegebenen Werte setzen wir in die Formel Rn =r: 1 ] ein:
q-
0210—
R =500-———=5474.86
10 1.02-1

Am Ende des 10. Jahres haben wir 5474.86 CHF auf dem Konto.

Aufgabe 26

Robin legt wahrend 20 Jahren Ende jeden Jahres 2000.— CHF auf ein Konto mit einem Zins-
satz von 0.5%. Wie viel Geld steht ihm nach 20 Jahren zur Verfligung?

4.2 Umformung der Rentenformel

Wir haben bei der nachschissigen Rentenrechnung die folgende Formel flr den Endwert
erhalten:

Ist nun der Endwert gegeben und eine andere Grosse gesucht, mussen wir die Formel
umformen.
Rentenbetrag gesucht

Wenn wir aus dem gegebenen Endwert Rn den Rentenbetrag r suchen, |0sen wir die For-

mel nach r auf:

n—1 -1
R = r-q 4
n q—] qn_l

37
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4 Wie wird eine Rente berechnet?

Anzahl der Jahre gesucht

Ist nach der Laufzeit, also nach der Anzahl der Jahre n, gefragt, so steht die Unbekannte n im
Exponenten einer Potenz. Wir mussen daher eine Exponentialgleichung l6sen. Das ge-
schieht durch Logarithmieren:

n
-1
R = r- 1 |:r
n q _— 1
R n
n q — 1
- - (g-1)
r g-—1
R -(g=1)
— = 4¢"-1 [+1
r
R -(q-1)
—+1 = " lg (Zehnerlogarithmus anwenden)
R (q -1)
Igl —+1| = lg(q") |TU (Logarithmusgesetz fiir Potenzen)
R (q -1)
lgg ———+1] = nlgq)  llglg)

R (q 1)
Igl —+1

lg(q)

Den Zinssatz konnen wir aus der Formel nicht berechnen, denn die Renten-Formel lasst
sich nicht nach g auflosen.

Wir fassen die Formeln zusammen:

Berechnung der Grossen aus der nachschiissigen Rentenformel

n

Ist Rn =r- = der Endwert nach n Jahren, r der Rentenbetrag, p der Zinssatz und
g=1+ IPR der Zinsfaktor, dann lassen sich die Gréssen wie folgt berechnen:
Rentenbetrag
r=R - q-1
nogn—1

Anzahl der Jahre

(Rn-(q—l) )
n= lg f-*-l

lg(q)
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5 Wie wird der optimale Preis eines Produkts berechnet?

Dieser Zusammenhang kann in einem Koordinatensystem grafisch dargestellt werden. Auf
der vertikalen Achse wird der Preis in CHF, auf der horizontalen die Menge in Mengenein-
heiten (ME) abgetragen. Statt CHF konnen auch andere Wahrungen stehen und die Men-
geneinheit ist abhdngig vom angebotenen Produkt, sie kann z.B. Kilogramm, Liter oder
Stlick sein. Weil das Angebot grosser ist, je grosser der Preis ist, handelt es sich bei der
Angebotsfunktion um eine steigende Gerade:

A y: Preis (CHF)

\

—T | Angebotsfunktion

x: Menge (ME)

Bei der Nachfrage verhalt es sich anders. Die Nachfrage ist die Bereitschaft der Nachfra-
ger, eine bestimmte Menge eines Produkts zu einem bestimmten Preis zu kaufen. Weil die
Nachfrager einen moglichst tiefen Preis bezahlen mochten, ist die (nachgefragte) Menge
grosser, je tiefer der Preis eines Produkts ist. Ist der Preis hingegen hoch, sind nur wenige
bereit, das Produkt zu kaufen. Daher ist die Nachfrage bei einem hohen Preis klein. Weil
die Nachfrage kleiner ist, je grosser der Preis ist, handelt es sich bei der Nachfragefunk-
tion um eine fallende Gerade:

A y: Preis (CHF)

Y~ Nachfragefunktion

/

Angebots- und Nachfragefunktion

Die Angebotsfunktion stellt den Zusammenhang zwischen dem Preis eines Produkts und
der angebotenen Gltermenge dar.

Die Nachfragefunktion stellt den Zusammenhang zwischen dem Preis eines Produkts und
der nachgefragten Glitermenge dar.

51
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5 Wie wird der optimale Preis eines Produkts berechnet?

Beispiele:

Ein P

rodukt wird bei einem Preis von 20.— CHF nicht angeboten. Bei einem Preis von
40.— CHF werden hingegen 40 Stiick angeboten. Bei welchem Preis werden 60 Stick an-

geboten?

Die Angebotsfunktion kann durch eine Gerade beschrieben werden, die die beiden

1
Punkte (0]20) und (40]40) enthélt. Die zugehodrige Geradengleichung ist y = 3x+20. Es

handelt sich um eine steigende Gerade:

A
60—

50

40

30

20-¢

10

} Preis (CHF)

-

|
‘ Menge!(St[]ck)
| I |

|
T T T I I I
1020 30 40 b0 60 70

Wir s

Bei ei

Preis

Die Nachfragefunktion kann durch eine Gerade beschrieben werden, die die beiden
Punkte (0]100) und (80|20) enthélt. Die zugehérige Geradengleichung ist y = —x + 100. Es

ehen, bei einem Preis von 50.— CHF werden 60 Stuck des Produkts angeboten.

nem Preis von 20.— CHF pro Stlick werden 80 Stlick eines Produkts nachgefragt, bei
einem Preis von 100.— CHF pro Stlick wird das Produkt jedoch nicht gekauft. Bei welchem

werden 40 Stlick nachgefragt?

handelt sich um eine fallende Gerade:

Preis (CHF) | |

A

Menge (Stlick)
——

I
20406080

Wir s

ehen, bei einem Preis von 60.— CHF werden 40 Stick des Produkts nachgefragt.
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5 Wie wird der optimale Preis eines Produkts berechnet?

Aufgabe 37

Ein Produkt besitzt die abgebildete Angebots- (griin) und Nachfragefunktion (blau):

72‘3 A _Preis (CHF)
|
[
-7
|
[
6
|
[
-5
|
[
4
|
[
-3
|
[
2
|
[
o Menge (Stiick)
{ 0 I ! ¥=
12 3 4 5 6 -7 8 9
| | | | | | | | |

a) Geben Sie die Funktionsgleichungen der Angebots- und der Nachfragefunktion an.

b) Bei welchem Preis werden 6 Stuck des Produkts angeboten?

c) Bei welchem Preis werden 6 Stiick nachgefragt?

d) Bei welchem Preis ist die angebotene Menge gleich der nachgefragten Menge?

- — 47#%
- wﬂ
£ =
— o+
_\+#_
-
— -
,fl
L N
AT
noe,
T T

53
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6 Wie wird ein lineares Ungleichungssystem gelost?

Beispielsweise liegen die Punkte (—1[4) und (1] —2) unterhalb der Geraden und gehéren
somit zur Losungsmenge der Ungleichung 4x +2y <5, was man durch Einsetzen der
Koordinaten in die Ungleichung bestatigen kann: 4-(—=1) +2-4<5und4-1+2-(-2) <5sind
jeweils wahre Aussagen.

Betrachten wir die Ungleichung y < —2x +2.5 statt y < —2x +2.5, so gehoren alle Punkte
der Halbebene unter der Geraden y = —2x + 2.5 zur Losungsmenge, aber nicht die Gerade
selbst. Grafisch kennzeichnen wir dies so, dass wir die Gerade statt durchgezogen nur ge-
strichelt einzeichnen:

N LV
4 I
\
\

\
3+
2 __\\
| | | |

»
|
| | | | IBEY
4323 Of 4

y<-2x+25 1| \
-2 1

Als weiteres Beispiel suchen wir die Losungsmenge der Ungleichung 2x —4y <5. Wir |6sen
diese Ungleichung nach y auf:

2x=4y < 5 | —2x
-4y < —2x+5 :(=4)
y > 0.50—1.25

Dabei missen wir daran denken, dass bei der Division durch —4 das Vergleichszeichen
umgedreht werden muss. Somit erhalten wir als Losungsmenge alle Punkte der Gera-
den y =0.5x — 1.25 sowie alle Punkte der Halbebene lber der Geraden:

o |
34
|
Ay 20.5x—1.25), 2
| 14
Y 4 — T
4 3 2 19 12 3 4 s
P y=0.5x—1.25
21

Wir haben bisher eine linearen Ungleichung mit 2 Variablen, wie ax + by <c¢, immer nach
y aufgelost und dann die entstandene Gerade y =mx + g betrachtet. Was passiert aber,
wenn b =0 ist, wenn es also kein y in der Ungleichung gibt. Wir zeigen das am Beispiel
-3x<6.
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6 Wie wird ein lineares Ungleichungssystem gelost?

Es ist auch moglich, dass ein Ungleichungssystem keine Losung besitzt. Das ist dann der
Fall, wenn die einzelnen Losungsflachen sich nicht Gberdecken, die Schnittmenge der
Losungsmengen ist dann leer.

Beispiele:

Wir losen das Ungleichungssystem

IN

I: xX=y 3

1I: 2x

v

grafisch.

Die erste Gleichung I6sen wir nach y auf, die zweite réch x, da es dort kein y gibt:

I: y x=3 * O

I.  x > 3

v

Wir stellen die Losungsmengen der gleichungen im Koordinatensystem dar:

Der Flache im Bereich (inklusive Grenzlinien) entspricht der Losungsmenge des

Ungleichun st
o o

Nehmen wir noch eine dritte Ungleichung dazu, so kann es sich auch ergeben, dass die
Losungsmenge eine begrenzte Flache (ein Dreieck) ist oder nur aus einem einzigen Punkt
besteht.
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6 Wie wird ein lineares Ungleichungssystem gelost?

Wir stellen die Losungsmenge des Ungleichungssystems

I: < 0.5x+3
I: > —x+5
II: > 2x—4
grafisch dar:
(‘5 AY
y=2x—4
5
N
P
=0 | N
> \
// 2L
|
\
: N
y=-—x+5
‘ i T T x !i(
(o)
-3 -2 -1 1 28485415 B
| | | | | i PN

Der Flache im lila Bereich (inklusive Grenzlinien) entspricht der Losungsmenge des

Ungleichungssystems.

Wir stellen die Losungsmenge des Ungleichungssystems

I: > x+1
II: > —x+5
III: < 0.5x+2
grafisch dar:
4 || ]
y=x+1
5
|
T S2P3) y=0.5x+2
3
|
2
\
! y=—x+5
| | X
0 NI
—3—-2/1 1+—2-—+3+4—+ —
3 2 7 3 5 §6

Die drei Grenzlinien der Ungleichungen schneiden sich in einem Punkt. Die Losungsmenge
des Ungleichungssystems besteht also nur aus dem Schnittpunkt S(2|3).
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7 Wie wird ein lineares Optimierungsproblem gelost?

Da die Anzahl der Kisten nicht negativ sein kann, betrachten wir zusatzlich nur nichtnega-
tive Losungen, d.h. x >0 und y >0. Diese Bedingung ergibt sich nicht aus dem Text, son-
dern aus dem Sachzusammenhang, sie wird Nichtnegativitatsbedingung genannt. Das
bedeutet grafisch, dass das Losungsgebiet des Ungleichungssystems auf den I. Quadran-
ten im Koordinatensystem eingeschrankt wird:

: y

| \
‘Q(foo \};:,3_5x+35000
15(’)$

_zul.':-issiger
Bereich
‘ |

| I I
0o 5000 '\\ 15000\ 20000 | 25000
\ \ \

Das Gebiet mit den Punkten (x|y), die das Ungleichungssystem im |. Quadranten l9sen,
heisst zuldassiger Bereich. Die Optimierungsaufgabe besteht jetzt darin, innerhalb des zu-
lassigen Bereichs den einen Punkt zu ermitteln, fir den die Zielfunktion G = 15x + 5y den
grossten Wert annimmt. Dieser Punkt heisst optimale Losung.

Im Folgenden betrachten wir nur Optimierungsprobleme mit zwei Variablen und formu-
lieren allgemein:

Lineare Optimierung

Die lineare Optimierung ist ein Verfahren zur Maximierung bzw. Minimierung einer line-
aren Funktion Z mit zwei Variablen x und y, die bestimmte Einschrankungen unterliegen.

Die Bestandteile der linearen Optimierung sind:

e Die Zielfunktion Z = ax + by, die optimiert (maximiert oder minimiert) werden soll

¢ Die Nebenbedingungen, die sich jeweils als lineare Ungleichungen mit > bzw. < dar-
stellen lassen und damit ein lineares Ungleichungssystem festlegen

e Die Bedingung der Nichtnegativitat, d.h., die Variablen werden nur fir grosser oder
gleich null betrachtet: x>0 und y >0

Das Gebiet mit den Punkten (x|y), die das lineare Ungleichungssystem im I. Quadranten
des Koordinatensystems erfullen, heisst zulassiger Bereich. Der Punkt im zulassigen
Bereich, der die Zielfunktion optimiert, heisst optimale Losung.

Die Ungleichungen der Nebenbedingungen dirfen nur mit > oder < dargestellt werden.

Die Symbole > und < werden ausgeschlossen, da eine optimale Losung immer nur auf
dem Rand eines zulassigen Bereichs zu finden ist.

In manchen Fallen fuhrt eine Nebenbedingung auch auf eine Gleichung wie x +y =1. Das
ist auch erlaubt, der zuldssige Bereich ist dann aber nur ein Stlick dieser Geraden und kein
flachiges Gebiet.
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7 Wie wird ein lineares Optimierungsproblem gelost?

Zuerst ermitteln wir den zulassigen Bereich. Dazu schreiben wir das Ungleichungssys-
tem um:

1
I < ——x+4
R
Iy £ ——x+6
1 2
Der zulassige Bereich ist also durch die Geraden y = — gx +4undy=-— gx + 6 (und durch

die Koordinatenachsen) begrenzt:

6 AY } |
| |
-5
| ‘ \
\T\\\
3
‘2" 4
1 i — - —
~
~. |
~~
| | I | LN = X
P | | | | -
1727‘3747576777879 M1--12
o |
! | s~ af
L ] N

Aus dem zulassigen Bereich soll nun diejenige Losung gesucht werden, die die Zielfunk-
tion Z =225x +450y maximiert. Um diese optimale Losung zu bestimmen, I6sen wir die
Zielfunktion nach y auf und erhalten:

1z
= —_—— +—
YT T 450

Den Wert von Z kennen wir nicht, aber welchen Wert fur Z wir auch einsetzen, wir erhal-

1
ten immer eine Gerade mit der Steigung —E. Beispielsweise erhalten wir fur Z =900 die

1 1
Gerade y = — Ex+2 und fur Z=1350 die Gerade y = — Ex+3. Alle diese Geraden sind
parallel zueinander und unterscheiden sich nur im y-Achsenabschnitt, der durch den
Z
Wert —— gegeben ist. Je grosser also Z ist, desto grosser ist auch der y-Achsenabschnitt,

450
und umgekehrt. Das heisst, je weiter oben die Gerade verlauft, desto grosser ist der Wert

von Z. Um also einen moglichst grossen Wert fur Z zu erhalten, missen wir eine Gerade
mit der Steigung —E so weit wie moglich nach oben verschieben, ohne dass sie dabei

den zulassigen Bereich ganz verlasst.
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7 Wie wird ein lineares Optimierungsproblem gelost?

1
Wir nehmen hier die Gerade y = — Ex +2, die quer durch den zulassigen Bereich verlauft,

und verschieben sie parallel nach oben, bis sie gerade noch den Rand beruhrt:

VAR

12
1 S~ ™~

‘ \\\ | " ’\\

Wir sehen, die so verschobene Gerade beriihrt den zuldssigen Bereich im Eckpunkt E(6]2),
das ist die optimale Losung des Problems. Dass die optimale Losung ein Eckpunkt ist, ist
der Normalfall, aber nicht immer konnen wir die Koordinaten genau ablesen. Der Eckpunkt
lasst sich als Schnittpunkt berechnen. In unserem Fall ist der Eckpunkt (die optimale Lo-

1 2
sung) der Schnittpunkt der Geraden y = — ?x +4und y= - gx +6.

Den maximalen Wert Z erhalten wir durch Einsetzen der Koordinaten der optimalen
max

Losung x =6 und y =2 in die Zielfunktion:

V4 ax=225-6+450-2=2250

n

Analog gehen wir vor, wenn die Zielfunktion minimiert werden soll. Dann missen wir nur
die Gerade nach unten verschieben, bis sie gerade noch den zulassigen Bereich berlhrt.
Auf diese Art werden im Allgemeinen lineare Optimierungsprobleme gelost:

Losungsschema eines linearen Optimierungsproblems
Ein lineares Optimierungsproblem wird in folgenden Schritten gelost:

1.. Den zulassigen Bereich bestimmen. 7
a

2. Die Zielfunktion Z=ax +by (mit b #0 ) nach y auflosen: y = — ;x o ;

a
3. Eine beliebige Gerade mit der Steigung —; ins Koordinatensystem zeichnen. Diese

Gerade parallel verschieben, sodass sie gerade noch den zulassigen Bereich berlhrt
und einen maximalen bzw. minimalen y-Achsenabschnitt hat, je nachdem, ob die Ziel-
funktion maximiert oder minimiert werden soll.

4. Beriihrt die so verschobene Gerade einen Eckpunkt E(u|v) des zuldssigen Bereichs,
dann ist (#|v) die optimale Lésung. Die optimale Losung kann dann als Schnittpunkt
der entsprechenden Geraden rechnerisch ermittelt werden.

5. Den maximalen bzw. minimalen Wert der Zielfunktion durch Einsetzen von x =u und

y =v in die Zielfunktion ermitteln: Z =au+bv.
max / min

79
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Losungen zu den Aufgaben

Aufgabe 58

Wir fuhren x fir die Anzahl Flaschen Weisswein und y fir die Anzahl Flaschen Rotwein
ein. Die Zielfunktion ist Z =x +y. Diese gilt es zu maximieren. Die Ungleichungen ergeben
sich aus dem Text:

I: 1lx+14y < 850
1L x—y £ 25
I1I: -x+y < 25

Da es keine negative Anzahl gibt, ist die Nichtnegativitatsbedingung x >0, y >0 gegeben.

11 850
Der zulassige Bereich wird begrenzt durch die Geraden y=——x+——, y=x-125,

14 14
y =x+25 und die Koordinatenachsen. Die nach y aufgeloste Zielfunktion ist y=—x+2Z.
Wir skizzieren eine beliebige Gerade mit Steigung —1 und verschieben sie so lange nach
oben (in Richtung grossere Werte der Zielfunktion), bis sie den zuldssigen Bereich gerade
noch berlhrt:

Y4
*70\4

|

I

- 60

- 50

30-
|
20
‘ o
10 \\ é
X
<
© 60 70
|

Die Beriihrung findet in der Ecke E statt, die der Schnittpunkt der beiden Geraden y = x —25und

11 850
y=- Ex + 7 ist. Daraus ergibt sich die optimale Losung E(48]23). Der maximale Wert

der Zielfunktionist Z =48+23="71.
max

Tim kauft 48 Flaschen Weisswein und 23 Flaschen Rotwein ein.
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