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Vorwissen und Lernziele

Vorwissen und Lernziele

Vorwissen

Erforderliches Vorwissen fiur «Dem Zufall auf der Spur: Wahrscheinlichkeitsrechnung
und Kombinatorik»:

Grundrechenarten
Grundlagen der Mengenlehre

Lernziele

Nach der Bearbeitung dieses Lehrmittels ...

konnen Sie zufallige Vorgange aus dem Alltagsleben als Zufallsexperiment erkennen
und auf ein Urnenmodell Gbertragen.

konnen Sie die Ergebnismenge eines Zufallsexperiments angeben.

kennen Sie den Unterschied zwischen «Ergebnis» und «Ereignis».

wissen Sie, was ein Elementarereignis, das sichere Ereignis, das unmaogliche Ereignis
und das Gegenereignis eines Zufallsexperiments ist.

erkennen Sie die Anzahl der Stufen eines Zufallsexperiments.

kennen Sie den Unterschied und den Zusammenhang von «Wahrscheinlichkeit» und
«relativer Haufigkeit».

kennen Sie das «Gesetz der grossen Zahlen».

wissen Sie, wann zwei Ereignisse unvereinbar sind und wann sie unabhangig sind.
wissen Sie, dass bei einem Laplace-Experiment die Wahrscheinlichkeiten der Ergeb-
nisse gleich gross sind.

konnen Sie die Wahrscheinlichkeiten von Ergebnissen und Ereignissen bei Laplace-Ex-
perimenten berechnen.

konnen Sie fur mehrstufige Zufallsexperimente die zugehorigen Baumdiagramme
erstellen.

wissen Sie, wie man die Wahrscheinlichkeiten mehrstufiger Zufallsexperimente mit
den Pfadregeln berechnet.

kennen Sie die wichtigsten Abzahlverfahren aus der Kombinatorik.

kennen Sie die Fakultat und den Binomialkoeffizienten und konnen diese auf Sach-
zusammenhange anwenden.

konnen Sie berechnen, wie gross die Wahrscheinlichkeit ist, im Lotto zu gewinnen.
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Aufgabe 2

Bei welchem Vorgang handelt es sich um ein Zufallsexperiment? Geben Sie gegebenen-
falls die Grundmenge an.

a)

b)

c)
d)

e)

f)

Befragen eines fremden Passanten, in welchem Sternzeichen er geboren wurde.

Mit der Spitze einer Nadel blindlings auf den Text eines Zeitungsausschnitts tippen und
den dabei getroffenen Buchstaben aufschreiben.

Messen der Breite Ihres Monitors.
Notieren der Zeit des Sonnenaufgangs in Zirich im Monat Oktober 2022.

Drehen an dem abgebildeten Gliicksrad und die Zahl notieren.

Drehen an dem bei e) abgebildeten Glicksrad und die Farbe notieren.

N |
|

T

e
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1 Was sind Zufallsexperimente und Ereignisse?

1.3 Kugeln ziehen - so funktioniert das Urnenmodell

In der Wahrscheinlichkeitsrechnung dient das Urnenmodell als anschauliches Hilfsmittel,
um Wahrscheinlichkeiten und Zufallsprozesse zu erklaren.

Das Urnenmodell besteht aus einer Urne, die eine bestimmte Anzahl von Kugeln enthalt.
Jede Kugel kann eine bestimmte Beschriftung oder Farbe haben. Die Anzahl der Kugeln,
ihre Beschriftungen und Farben konnen variieren, je nachdem, welches spezifische Sze-
nario betrachtet wird.

Das Modell basiert auf zwei grundlegenden Konzepten: Ziehen mit Zurucklegen und Zie-
hen ohne Zurucklegen.
Ziehen mit Zuriicklegen

Bei diesem Modell wird eine Kugel aus der Urne gezogen, die Eigenschaften der Kugel wer-
den notiert und dann wird die Kugel wieder in die Urne zurtickgelegt, bevor der nachste
Zug stattfindet. Die Anzahl der Kugeln in der Urne bleibt bei allen Ziehungen unverandert.

Ziehen ohne Zuriicklegen

Bei diesem Modell wird eine Kugel aus der Urne gezogen, die Eigenschaften der Kugel
werden notiert, aber die Kugel wird nicht zurtickgelegt. Dadurch andert sich die Anzahl
der Kugeln in der Urne mit jeder Ziehung.

Die meisten Zufallsexperimente konnen auf ein Urnenmodell Gbertragen und so simuliert

werden.

Beispiele:

Zufallsexperiment

Urnenmodell

Aus einem Korb mit 3 griinen und 2
blauen Packchen dirfen zwei Kinder nach-
einander eins entnehmen und behalten.

5 Kugeln, davon 3 griine und 2 blaue,
zweimal ziehen ohne Zuriicklegen.

Finfmaliges Werfen einer Miinze und
jeweils «Kopf» oder «Zahl» notieren.

Eine schwarze und eine weisse Kugel,
finfmal ziehen mit Zuriicklegen.

Zweimaliges Werfen eines Wiurfels und
jeweils die Augenzahlen notieren.

6 Kugeln, von 1 bis 6 beschriftet, zweimal
Ziehen mit Zuriicklegen.

Schweizer Lotto: Ziehung von 6 Zahlen
aus 42 moglichen

42 Kugeln, von 1 bis 42 beschriftet,
sechsmal Ziehen ohne Zuriicklegen.

5 Karten aus einem 32iger-Kartenspiel an
einen Spieler verteilen.

32 Kugeln, mit den Kartenwerten be-
schriften, funfmal ziehen ohne Zurtick-
legen.

(Mehrmaliges) Roulette-Spiel

37 Kugeln, von 0 bis 36 beschriften,
(mehrmaliges) Ziehen mit Zuriicklegen.
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2 Was sind Wahrscheinlichkeiten?

Aufgabe 12

Alice findet im Keller ein altes Glucksrad, das in 7 Sektoren aufgeteilt ist, die mit den Zah-
len 1 bis 7 beschriftet sind. Da das Glucksrad lange stand und leicht eingerostet ist, will
sie es testen. Sie dreht dafiir das Rad 500-mal und notiert nach jeder Drehung, welche Zahl
als Ergebnis ar erscheint. Alice erhalt die folgenden absoluten Haufigkeiten H(ew) in der
zweiten Zeile der Tabelle:

» 1 2 3 4 5 6 7
H(w) 48 89 111 57 73 85 37
Ww) | 0.096

a) Berechnen Sie die relativen Haufigkeiten hlew) der Ergebnisse und tragen Sie die Werte
in die dritte Zeile der Tabelle ein. Beispiel: Die relative Haufigkeit von «1» ist

K1) = 0.096
i) =——=1. .
500
b) Worauf wiirden Sie bei diesem Glicksrad eher wetten:

e Bei der nachsten Drehung kommt «7» oder
e Dbei der nachsten Drehung kommt «5»?

Begriinden Sie lhre Entscheidung.

2.1 Relative Haufigkeit und Wahrscheinlichkeit

Das Ergebnis eines Zufallsexperiments ist rein zufallig, wir kdnnen es nicht vorhersagen.
Wir konnen aber Aussagen daruber machen, wie wahrscheinlich das Auftreten eines be-
stimmten Ergebnisses ist. Dabei hilft uns die Wahrscheinlichkeit, die Chancen des Er-
gebnisses einzuschatzen.

Manchmal wissen wir intuitiv, wie die Wahrscheinlichkeiten eines Zufallsexperiments ver-
teilt sind. Bei einem Miunzwurf z.B. sagen wir: «Die Chancen stehen fifty-fifty» oder «Die

1
Wahrscheinlichkeit, dass Kopf kommt, ist E oder 50%n».

Eine Moglichkeit, die Wahrscheinlichkeit eines Ergebnisses abzuschatzen, ist Uber die re-
lative Haufigkeit bei mehrmaligem Durchfuhren des Zufallsexperiments. Wir zeigen das,
indem wir einen Munzwurf mehrmals durchflihren.

Werfen wir eine Mlinze n-mal und zahlen, wie oft insgesamt Kopf erscheint, so erhalten
wir die absolute Haufigkeit H{K) fiir das Ergebnis «Kopf». Die relative Haufigkeit h{ K} ist
dann gegeben durch die absolute Haufigkeit H(K) dividiert durch die Anzahl n der Versuche:

Ky ==

17
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Werfen wir die Mlinze 10-mal hintereinander und bekommen dabei 4-mal Kopf, so ist die

4
relative Haufigkeit h{ K) = E =04 fir «Kopf». Werfen wir die Minze 100-mal und bekom-

43
men 43-mal Kopf, so ist h{K) = _I'EE ={).43. Wenn wir die Anzahl der Versuche weiter stei-

gern, konnte die Versuchsreihe folgendermassen aussehen:

Anzahl der Wiirfe Abs. Haufigkeit fiir «kKopf» | Rel. Haufigkeit fiir «Kopf»

10 4 0.4
100 43 0.43
10000 5087 0.5087
100000 50174 0.50174

Mit einer Computersimulation konnten wir diese Reihe beliebig fortsetzen und wir wurden
sehen: Mit steigender Anzahl der Versuche stabilisiert sich der Wert der relativen Haufig-
keiten. Wie wir es erwartet haben, pendelt er sich bei der angenommenen Wahrscheinlich-
keit von 0.5 ein. Das gilt allgemein und wird «Gesetz der grossen Zahlen» genannt. Es be-
sagt: «Die relative Haufigkeit, mit der ein Ergebnis eintritt, nahert sich seiner tatsachlichen
Wahrscheinlichkeit immer weiter an, je haufiger das Zufallsexperiment durchgefuhrt wird.»

Wahrscheinlichkeit und relative Haufigkeit

Die Wahrscheinlichkeit eines Ergebnisses bedeutet: Wiederholt man das Zufallsexperi-
ment sehr oft, so nahert sich die relative Haufigkeit dem Wert der Wahrscheinlichkeit an.

Die relative Haufigkeit konnen wir also dazu verwenden, die Wahrscheinlichkeit eines Er-
gebnisses abzuschatzen. Wir wenden das an dem Beispiel aus der Einstiegsaufgabe an
und ordnen mithilfe von fii{ea) jedem Ergebnis @ eine Wahrscheinlichkeit P} zu. Wir
erhalten die folgende Wahrscheinlichkeitsverteilung in der letzten Zeile der Tabelle:

w 1 2 3 4 5 6 7
H(w) 48 89 111 57 73 85 37
Mw) | 0096 | 0178 | 0222 | 0.114 | 0.146 0.17 0.074
P(w) 0.10 0.18 0.22 0.11 0.15 0.17 0.07

Wir haben die Wahrscheinlichkeiten gerundet, da die relative Haufigkeit nicht immer ge-
nau mit der tatsachlichen Wahrscheinlichkeit Gbereinstimmt, insbesondere bei einer klei-
nen Anzahl von Versuchen.

Wir konnen nun beispielsweise Folgendes feststellen:

e Die Wahrscheinlichkeit, dass bei der nachsten Drehung des Glicksrads die «7» kommt,
liegt bei 0.07 bzw. bei 7%. Wir schreiben dafiir P(7) =0.07.

e Die Wahrscheinlichkeit, dass bei der nachsten Drehung des Glicksrads die «b» kommt,
liegt bei 0.15 bzw. bei 15%. Wir schreiben dafiir P(5) =0.15.

e Dass die «<5» kommt, ist wahrscheinlicher, als dass die «7» kommt, denn P(5) = P{7).

e Dass die «3» kommt, ist von allen Ergebnissen am wahrscheinlichsten. Sie kommt
durchschnittlich bei 22% aller Drehungen.

—_

[

] Der Buchstabe «P» kommt von «probability» (engl. fir « Wahrscheinlichkeit»).
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2.2 Die Wahrscheinlichkeit bei der Verkniipfung von
Ereignissen

Wir bleiben beim Gllcksrad aus der Einstiegsaufgabe und gehen weiterhin von der Wahr-
scheinlichkeitsverteilung aus:

ar 1 2 S 4 5 6 7
Plw) 0.10 0.18 0.22 0.1 0.15 0.17 0.07

Wir betrachten nun die beiden Ereignisse:

e A «Ergebnis ist kleiner als 6».
e R «Ergebnis ist eine ungerade Zahl».

Beide Ereignisse in Mengenschreibweise sind gegeben durch:
e A=(Li2:35:45)
e B={1;357]

Im Venn-Diagramm sehen die Mengen so aus:

Q

/
/

A B

Die Wahrscheinlichkeiten von 4 und B sind jeweils die Summe der Wahrscheinlichkeiten
ihrer Ergebnisse:

o P(A)=P(1)+P(2)+P(3)+P(4) + P(5)=0.76
o P(B)=P(1)+P(3)+P(5)+P(7)=0.54

Wir berechnen im Folgenden die Wahrscheinlichkeiten fir die Ereignisse:

e ([ «Ergebnis ist nicht kleiner als 6».
e I» «Ergebnis ist kleiner als 6 und eine gerade Zahl».
e FE «Ergebnis ist kleiner als 6 oder eine gerade Zahl».

Wahrscheinlichkeit bei «nicht»-Ereignissen

Das Ereignis C «Ergebnis ist nicht kleiner als 6» ist dann eingetreten, wenn A nicht einge-
treten ist. Es beinhaltet also alle Ergebnisse aus der Grundmenge £2={1; 2; 3; 4; 5; 6; 7},
die nicht in A sind. Es handelt sich um das Gegenereignis C =A. Und damit:

C=A=67)

21
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Im Venn-Diagramm entspricht A der grunen Flache:

Wir konnen die Wahrscheinlichkeit wieder berechnen, indem wir die Wahrscheinlichkeiten
der einzelnen Ergebnisse addieren:

P(4) =p(6)+P(7)

Da aber die Wahrscheinlichkeiten aller Ergebnisse aus der Grundmenge zusammen 1
ergeben, konnen wir auch so rechnen:

P(A)=1-P(A)=1-0.76=0.24

Wir konnen die Wahrscheinlichkeit eines Gegenereignisses A immer Uber die Wahrschein-
lichkeit des Ereignisses A berechnen. Da A alle Ergebnisse enthalt, die nicht zu A geho-
ren, muss die Summenwahrscheinlichkeit 1 sein: P{A}+P{ﬂ =1.

Wahrscheinlichkeit bei «und»-Ereignissen

Das Ereignis I «<Ergebnis ist kleiner als 6 und ungerade» ist eingetreten, wenn A und B zu-
sammen eingetreten sind. I¥ enthalt also genau die Ergebnisse, die in beiden Ereignissen
enthalten sind. Es handelt sich um die Schnittmenge I?=A N K. Und damit:

D=ANB={1;35)

Im Venn-Diagramm entspricht A M & der griinen Flache:

ANB
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Aufgabe 19 28% der Studierenden einer Universitat lesen Zeitung A. 18% lesen Zeitung B. 9% lesen
beide Zeitungen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit liest ein zufallig ausgewahlter Studierender
a) nicht die Zeitung A?
b) mindestens eine der Zeitungen A oder B?
c) keine der Zeitungen A und B?
Aufgabe 20 Far Adams gezinkten Wirfel betragen die Wahrscheinlichkeiten fur das Auftreten der Au-
g 5 1 1
enzahlen: Pl 1)=—; ;Pl3)=— ;Pld)==—;: Pl5)=—und
9 P(}35 P3)=o2 M) == 5)= —
a) Warum konnen diese Wahrscheinlichkeitsangaben so nicht richtig sein? Korrigieren
Sie die Wahrscheinlichkeit P(4), sodass man danach mit den Wahrscheinlichkeiten
rechnen kann.
b) Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass man mit Adams Wirfel beim einmaligen
Woirfeln ...
e keine 6 wiurfelt?
e eine b oder eine 6 wurfelt?
e keine 2 und keine 3 wiirfelt?
e eine der Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 oder 6 wurfelt?
e eine 4 und keine 1 wirfelt?
e eine gerade Zahl wirfelt?
e keine Primzahl wurfelt?
Aufgabe 21 Bei einem Zufallsversuch mit den beiden Ereignissen A und B auf einer Grundergebnis-

menge £2 sind die folgenden Wahrscheinlichkeiten im Venn-Diagramm angegeben:

S
19

A B

Geben Sie folgende Wahrscheinlichkeiten an:

© P(A) < P(ANB)
o P(R) o P(AUB)
P(4) . Pans)
p(B) . Paus)
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Beim Waurfeln geht es genauso: Die Wahrscheinlichkeit fur eine «3» ist genauso gross wie

fr eine «2» oder fur jede andere der 6 Zahlen. Also ist die Wahrscheinlichkeit fiir eine be-

1
stimmte Augenzahl ?:

Hﬂ=ﬂﬂ=ﬂﬂ=ﬂﬂ=ﬂﬂ=mm=%

Solche Zufallsexperimente, bei denen alle Ergebnisse gleich wahrscheinlich sind, heissen
Laplace-Experimente!".

Laplace-Experiment

Zufallsexperimente, bei denen alle Ergebnisse aus der Grundmenge

L] ={a.l P25 05 mﬂ} gleich wahrscheinlich sind, heissen Laplace-Experimente.
Hat ein Laplace-Experiment i Ergebnisse, so ist die Wahrscheinlichkeit fur jedes

P(w,)=P(w,)=P(0,)=.=P(0,)= %

Beispiele:

Beim kreisrunden Glicksrad

sind alle Sektoren mit 120° gleich gross. Die Wahrscheinlichkeiten fur das Eintreten von

1
grun (g), blau (b) und orange (o) sind gleich gross: P{g} =P{b}=P{o = ?

In der Lostrommel des Schweizer Zahlenlottos befinden sich die Zahlen 1 bis 42. Die Wahr-
scheinlichkeiten, mit der ersten Kugel eine bestimmte Zahl zu ziehen, sind alle gleich gross:

p(])=p{:}=r{3)=._=p[4z)=%.

[1]1 Benannt nach dem franzosischen Mathematiker, Physiker und Astronom Pierre-Simon Laplace
(1749-1827). Er war einer der Mitbegriinder der Wahrscheinlichkeitsrechnung.
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3.2 Ereignisse bei Laplace-Experimenten

Angenommen, wir gewinnen ein Spiel, wenn wir mit einem Wiurfel «mindestens eine 3»
werfen. Dies ist der Fall, wenn das Ereignis A = {3; 4; 3; 6] eintritt. Fir die Wahrscheinlich-
keit von A qilt:

P(A) = P(3) + P(4) + P(5) + P(6 =-é-+—;-+%+%=%=

| r2

Da hier die Wahrscheinlichkeiten aller Ergebnisse gleich gross sind, kénnen wir P{A) auch
ohne Addition berechnen. Wir haben 4 «giinstige Ergebnisse» flir das Eintreten von
A=[3;4:5:6} von insgesamt 6 «mdglichen Ergebnissen» der Grund-
menge = {1; 2; 3; 4; 5; 6. Fur die Wahrscheinlichkeit, dass wir das Spiel gewinnen, gilt:

Anzahl der giinstigen Ergebnisse

4 2
Pa)= . X3
Anzahl der miglichen Ergebnisse 6 3

Wir verallgemeinern diesen Zusammenhang:

Wahrscheinlichkeit von Ereignissen bei Laplace-Experimenten

Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A in einem Laplace-Experiment ist die Anzahl
der fiir A giinstigen Ergebnisse dividiert durch die Gesamtzahl der moglichen Ergeb-
nisse:

Anzahl der giinstigen Ergebnisse

Anzahl der méglichen Ergebnisse

P(a)=

Beispiele:

Wir betrachten das franzosische Spielblatt mit 32 Karten, das aus vier Farben (Pik, Herz,
Karo und Kreuz) und den acht Kartenwerten von 7 bis 10 sowie Bube, Dame, Konig und
Ass besteht. Wenn wir eine Karte aus einem gut gemischten Stapel ziehen, ist jedes Er-
gebnis gleich wahrscheinlich, es handelt sich also um ein Laplace-Experiment:

1
e Die Wahrscheinlichkeit, den Herz-Buben zu ziehen, betragt E da es insgesamt

32 Karten gibt. ]
e Die Wahrscheinlichkeit, eine Herz-Karte zu ziehen, betragt '3'2- = 'I da es 8 Herz-Kar-

ten gibt. |
e Die Wahrscheinlichkeit, eine Dame zu ziehen, betragt E = —, da es 4 Damen gibt.

1
e Die Wahrscheinlichkeit, ein schwarzes Ass zu ziehen, betragt "3-5- ='1-€, da es 2

schwarze (Pik und Kreuz) Asse gibt.
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4.1 Die Wahrscheinlichkeit eines Ergebnisses

Die Situation aus der Einstiegsaufgabe simulieren wir durch folgendes Urnenmodell:

Aus dieser Urne mit 3 griinen und 2 blauen Kugeln werden nacheinander 2 Kugeln
ohne Zuriicklegen gezogen. Das Zufallsexperiment ist zweistufig mit der Grund-
menge £2 = {gg, gb, bg, bb}.

Wir berechnen die Wahrscheinlichkeiten fir die vier Ergebnisse. Dazu stellen wir das Zu-
fallsexperiment durch ein Baumdiagramm grafisch dar. Zuerst die 1. Ziehung:

ol|w
aln

Der Startknoten oben stellt den Beginn des Experiments dar. Von diesem Knoten aus gibt
es zwei Zweige, die die beiden moglichen Ergebnisse, «g» und «b», der 1. Ziehung sym-

3 2
bolisieren. Die Wahrscheinlichkeit fir «g» ist P(g) = = und fir «b» ist sie P(b)= 5 Die

Werte werden an die entsprechenden Zweige geschrieben.

35



Dem Zufall auf der Spur: Wahrscheinlichkeitsrechnung und Kombinatorik
4 Wie berechnet man die Wahrscheinlichkeiten bei mehrstufigen Zufallsexperimenten?

Wir berechnen jetzt die Wahrscheinlichkeit jedes Ergebnisses, indem wir die Wahrschein-
lichkeiten entlang des jeweiligen Pfads multiplizieren:

3 1 3
© Hee et
31 3
© =37
2.3 3
© NEEFTY
2 1 1
* EmiSEiasTg

Wir tragen zuletzt diese an den Endpunkten des jeweiligen Pfads ein:

ag gb bg bb

P(gg) = % P(gb) = % Plbg) = 2 P(ob) = 1

Dass man die Wahrscheinlichkeit eines Ergebnisses eines mehrstufigen Zufallsexperiments
durch Multiplikation der einzelnen Wahrscheinlichkeiten langs des zugehorigen Pfads er-
halt, gilt allgemein und ist die Erste Pfadregel.

Erste Pfadregel

Die Wahrscheinlichkeit eines Ergebnisses eines mehrstufigen Zufallsexperiments er-
halt man durch Multiplikation der einzelnen Wahrscheinlichkeiten langs des zugehori-
gen Pfads im Baumdiagramm.
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Das zugehorige 3-stufige Baumdiagramm sieht so aus:

Wir erhalten 3-2-4 =24 verschiedene Pfade. Damit gibt es auch 24 verschiedene Ergeb-
nisse, die als Tripel geschrieben werden:

(L) (k52 (553 (kn4) . (1) (2:2) 0 (523) (24)
() (2 (253 (@) (D (2220 0 (2323 (2:2:4)
i (3520 (33 G Gz (322 (3323 (3:2:4)

Wir verallgemeinern die Anzahlen der Kugeln in den Urnen: Die erste Urne beinhaltet m, Ku-
geln, die zweite m, Kugeln und die dritte m Kugeln. Die Anzahl aller Kombinationsmog-

lichkeiten (Tripel) erhalten wir auch hier durch Multiplikation: Mmoo

Angenommen, wir ziehen nun nacheinander aus 10 Urnen eine Kugel. Die erste Urne be-
inhaltet m, Kugeln, die zweite m, Kugeln ... und die zehnte m a Kugeln. Das zugehorige

Baumdiagramm ist 10-stufig. Jedes Ergebnis ist als 10-Tupel (al:a C darstellbar.

i
2 10
Die Anzahl der moglichen Pfade im Baumdiagramm, also die Anzahl aller Kombinations-

moglichkeiten, erhalt man durch Multiplikation: ml -mz'...'mm.

Dass die Anzahl aller Moglichkeiten gleich dem Produkt der einzelnen Moglichkeiten ist,
ist ein Grundprinzip der Kombinatorik und heisst Multiplikationsprinzip. Statt von Urnen
und Kugeln spricht man hier allgemein von Mengen und Elementen:

Multiplikationsprinzip

Gegeben seien k Mengen mit m o Elementen. Wahlt man nacheinander aus je-

der Menge ein Element aus, so gibt es insgesamt

m "m_'.."m
1 2 k

Kombinationsmaoglichkeiten, ein k-Tupel zu bilden.
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5.2 Ziehen aus einer Urne mit Zurlicklegen

Aus der abgebildeten Urne mit den Zahlen 1 bis 6 ziehen wir viermal mit Zuriicklegen:

Wir ziehen eine Kugel, notieren die Zahl und legen die Kugel zurtick in die Urne. Auf diese
Weise erhalten wir z.B. nacheinander die Zahlen 6, 6, 1 und 2. Das Ergebnis dieses Zu-
fallsexperiments ist somit das 4-Tupel (6:6:1:2). Dieses Ergebnis ist beispielsweise von
[6;];2;\‘&} zu unterscheiden, da wir hier die Reihenfolge der gezogenen Zahlen beachten.

Um die Anzahl aller moglichen Ergebnisse zu erhalten, stellen wir uns vor, dass wir nicht
viermal aus derselben Urne mit denselben Zahlen ziehen, sondern aus vier verschiedenen
Urnen mit den Zahlen 1 bis 6. Nach dem Multiplikationsprinzip gibt es 6-6-6-6=6%= 1296
verschiedene mogliche Ergebnisse (4-Tupel mit Beachtung der Reihenfolge).

Hatten wir 10 Kugeln und wirden 5-mal mit Zurlcklegen ziehen, so hatten wir
10° = 100000 verschiedene Ergebnisse (5-Tupel mit Beachtung der Reihenfolge). Wir
verallgemeinern:

Anzahl der Ergebnisse beim Ziehen mit Zuriicklegen

Zieht man aus einer Urne mit # unterscheidbaren Kugeln nacheinander & Kugeln mit Zu-
riicklegen, so sind n* verschiedene Ergebnisse (k-Tupel mit Beachtung der Reihenfolge)
moglich.

Beispiel:

Auf wie viele Arten kann man aus einem franzosischen Kartenspiel (32 verschiedene Kar-
ten) 5 Karten nacheinander ziehen, wenn die Karten immer wieder zurtiickgelegt werden?

Wir interpretieren die 32 Karten als Kugeln in einer Urne, die mit den Zahlen 1 bis 32 be-
schriftet sind, und erhalten folglich 32* = 33554432 verschiedene Kombinationsmaéglichkei-
ten.
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5.3 Ziehen aus einer Urne ohne Zuriicklegen

Aus der abgebildeten Urne mit den Zahlen 1 bis 6 ziehen wir viermal ohne Zuriicklegen:

OOOG

Wir ziehen eine Kugel, notieren die Zahl und legen die Kugel diesmal nicht zurlick in die
Urne. Auf diese Weise erhalten wir z. B. nacheinander die Zahlen 6, 5, 1 und 2. Das Ergeb-
nis dieses Zufallsexperiments ist somit ein 4-Tupel (6:5;1;2).

Im Gegensatz zum Ziehen mit Zuriicklegen ist eine Mehrfachziehung einer Zahl nicht mog-
lich. Die Anzahl der Kugeln verringert sich bei jeder Ziehung um eins. Es gibt in diesem Fall
6+ 5-4-3=7360verschiedene mogliche Ergebnisse (4-Tupel mit Beachtung der Reihenfolge).

Hatten wir 11 Kugeln und wirden 7-mal mit Zurlcklegen ziehen, so hatten wir
11-10:98-7+6-5= 1663200 verschiedene Ergebnisse (7-Tupel mit Beachtung der Reihen-
folge). Wir verallgemeinern:

Anzahl der Ergebnisse beim Ziehen ohne Zuriicklegen

Zieht man aus einer Urne mit i unterscheidbaren Kugeln nacheinander k& Kugeln ohne Zu-
riicklegen (mit k<n ), so sind n-(n=1)-(n=2)-...-(n =k + 1) verschiedene Ergebnisse
(k-Tupel mit Beachtung der Reihenfolge) moglich.

Beispiel:

Auf wie viele Arten kann man aus einem franzosischen Kartenspiel (32 verschiedene Kar-
ten) b Karten nacheinander ziehen, wenn die Karten nicht zurtickgelegt werden?

Wir interpretieren die 32 Karten als Kugeln in einer Urne, die mit den Zahlen 1 bis 32 be-
schriftet sind, und erhalten folglich 32:31:3()-29:28 = 24165120 verschiedene Kombina-
tionsmoglichkeiten.
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Aufgabe 43 Wie viele Worter (Buchstabenkombinationen) mit 3 Buchstaben kann man aus einem
Alphabet mit 26 Buchstaben bilden, wenn kein Buchstabe doppelt vorkommen darf?

Aufgabe 44 An einem Marathonlauf nehmen 37 Lauferinnen teil. Wie viele mogliche Kombinationen
fUr die drei Erstplatzierten gibt es? Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, die ersten drei
in der richtigen Reihenfolge vorherzusagen, wenn alle Lauferinnen dieselbe Gewinnwahr-
scheinlichkeit haben?

L,‘jL

AONNCTED ~ N

NIENA N 4

5.4 Ziehen aller Kugeln ohne Zurticklegen - die Fakultat

Aus der abgebildeten Urne mit den Zahlen 1 bis 6 ziehen wir nacheinander alle 6 Kugeln
ohne Zuriicklegen:

OO

Da wir hier 6 Zahlen ziehen, erhalten wir als Ergebnis ein 6-Tupel, z.B. (1;5;3:2:4:6) oder
(1;2:3;4;6;5). Es gibt in diesem Fall 6+5:4+:3+2+1=720 verschiedene Ergebnisse (6-Tupel
mit Beachtung der Reihenfolge).

Das Produkt 6+5-4-3:2+1 bzw. 1:2-3-4-5-G hat eine abkirzende Schreibweise und einen
eigenen Namen, es wird mit 6! abgekiirzt und als «6 Fakultat» bezeichnet.
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Aufgabe 45

Bei einer elektronischen Schaltung miissen 6 Drahte mit ihren Gegenstlicken richtig ver-
bunden werden. Mit welcher Wahrscheinlichkeit trifft ein Handwerker zufallig ...

a) alle 6 richtigen Verbindungen?
b) genau 5 richtige Verbindungen?
c) hochstens b richtige Verbindungen?

d) mindestens 5 richtige Verbindungen?

5.5 Ziehen aus einer Urne mit einem Griff — der
Binomialkoeffizient

Aus der abgebildeten Urne mit den Zahlen 1 bis 6 ziehen wir 4 Kugeln mit einem Griff:

Auch diesmal erhalten wir als Ergebnis ein 4-Tupel, z.B. (6;5;1:2). Dieses ist aber von
(];5;5;2} und von allen anderen Permutationen der vier Zahlen 1, 2, 5 und 6 nicht zu un-
terscheiden, da es keine ausgewiesene Reihenfolge gibt. Wir stellen ein Ergebnis mit die-
sen vier Zahlen daher immer in aufsteigender Reihenfolge dar: (];2;5;.5}.

Um die Anzahl der moglichen Ergebnisse zu ermitteln, erinnern wir uns, dass es beim nach-
einander Ziehen ohne Zurlcklegen f+5-4+3 =360 verschiedene Ergebnisse (4-Tupel mit
Beachtung der Reihenfolge) gibt. Da es fiir 4 verschiedene Zahlen 4! =12 Permutationen
gibt, mussen wir die obige Anzahl noch durch diese Zahl teilen: Es gibt somit

verschiedene Ergebnisse (4-Tupel ohne Beachtung der Reihenfolge).
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Losungen zu den Aufgaben

Aufgabe 41

Wir denken uns eine Urne mit drei Kugeln, die mit den Zahlen 3, 5 und 7 beschriftet sind,
und erhalten bei viermaligem Ziehen mit Zurtcklegen 3* =81 verschiedene Kombinations-
moglichkeiten.

Aufgabe 42

Als Urnenmodell nehmen wir eine Urne mit 6 Kugeln, beschriftet von 1 bis 6, bei dreima-
ligem Ziehen mit Zuriicklegen. Es gibt 6* =216 mégliche Ergebnisse.

a)

b)

c)

d)

e)

f)

125
Es gibt 5* = 125 giinstige Ergebnisse. Die Wahrscheinlichkeit ist P{A)} = T =(.579.

Es handelt sich um das Gegenereignis von A. Die Wahrscheinlichkeit ist

125
P(B)=1-P(A)=1 —%30.411.

1
Es gibt 1= 1 giinstige Ergebnisse. Die Wahrscheinlichkeit ist P{C) = -i'l"g =().005.

36
Es gibt 1-6° =36 giinstige Ergebnisse. Die Wahrscheinlichkeit ist P(D) = -'5-[*'; =(.167.

Lésungen

25
Es gibt 1+ 5% =25 giinstige Ergebnisse. Die Wahrscheinlichkeit ist P(E) = ;i-l‘: =(.116.

Die 1 kann beim ersten, zweiten oder dritten Wurf fallen. Daher gibt es dreimal so viele

75
glinstige Ergebnisse wie bei €): 3+25 = 75. Die Wahrscheinlichkeit ist P(F) = == =0,347

Aufgabe 43

Es gibt 26+ 25+ 24 = 1 360{1 mogliche Worter.

Aufgabe 44

Es gibt insgesamt 373635 = 46620 mogliche Kombinationen fiir die drei Erstplatzierten.
Davon ist eine Kombination die richtige Vorhersage. Da wir von einem Laplace-Experiment
ausgehen (Gewinnwahrscheinlichkeiten gleich gross), ist die Wahrscheinlichkeit fur die

richtige Vorhersage F =

PPy 0.00002.

Aufgabe 45

Insgesamt gibt es fi! =721 mogliche Verbindungen.

a)

b)

d)

1
Es gibt 1 ginstige Verbindung. Die Wahrscheinlichkeit ist P(A) = = =0.0014.

6 1
Es gibt @ giinstige Verbindungen. Die Wahrscheinlichkeit ist P(B) = 0 = o =({.0083

Es handelt sich um das Gegenereignis von a). Die Wahrscheinlichkeit ist

P(C) =1-P(4) =%§- ~0.999.

Es handelt sich um das Ereignis aus a) oder b). Die Wahrscheinlichkeit ist

(D) =m}+p{3}=% ~0.0097.

Aufgabe 46

Wir interpretieren die 7 Bundesrate als von 1 bis 7 nummerierte Kugeln in einer Urne und
die Bildung einer Dreierdelegation als Ziehen von dreien dieser Kugeln mit einem Griff. Wir

7
erhalten so fur die Anzahl der Dreierdelegationen im Bundesrat: [ 3] =135
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