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Vorwissen und Lernziele

Vorwissen

Erforderliches Vorwissen fir «Grundlagen der Statistik: Daten, Diagramme, Kennzahlen
und Zusammenhéadnge»:

Grundrechenarten
Koordinatensystem

Lernziele

Nach der Bearbeitung dieses Lehrmittels ...

kennen Sie die Grundbegriffe einer statistischen Erhebung.

konnen Sie zwischen quantitativen und qualitativen Merkmalen unterscheiden.
konnen Sie den Rang, die absolute und die relative Haufigkeit eines Stichprobenwerts
bestimmen.

konnen Sie die Haufigkeitsverteilung einer Stichprobe in einer Haufigkeitstabelle dar-
stellen.

kennen Sie verschiedene Diagramme, um absolute und relative Haufigkeitsverteilun-
gen grafisch darzustellen.

erkennen Sie Eigenschaften von Haufigkeitsverteilungen anhand ihrer Diagramme.
konnen Sie Stichprobenwerte in Klassen einteilen.

konnen Sie fur klassierte Daten ein Histogramm erstellen.

wissen Sie, wie man die Summenhaufigkeiten ermittelt, und konnen diese grafisch
darstellen und interpretieren.

konnen Sie die Lagemasse Mittelwert, Modus und Median einer Stichprobe ermitteln.
wissen Sie, was ein Ausreisser ist, und konnen einschatzen, wie dieser die Lagemasse
beeinflusst.

konnen Sie die Streumasse Spannweite, mittlere absolute Abweichung, Varianz und
Standardabweichung einer Stichprobe ermitteln.

kennen Sie eine praktische Faustregel fir die Interpretation der Standardabweichung.
konnen Sie den Boxplot einer Stichprobe zeichnen.

konnen Sie die Punktwolke bivarianter Daten erstellen.

erkennen Sie lineare Zusammenhange bivarianter Daten.

konnen Sie anhand einer Trendlinie Prognosen abgeben.
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1.2 Sammeln von Daten

Bei der statistischen Erhebung in der Einstiegsaufgabe wurden Daten zu einer bestimmten
Eigenschaft, namlich dem Alter, gesammelt. In der Statistik nennt man diese zu untersu-
chende Eigenschaft Merkmal. Ein Objekt oder eine Person, die diese Eigenschaft besitzt,
nennt man Merkmalstrager. In unserem Fall ist das ein Einwohner des Dorfs. Alle Merk-
malstrager zusammen sind die Grundgesamtheit. Das sind alle 1500 Einwohnern des
Dorfs. Bei einer statistischen Erhebung kann es vorkommen, dass der Umfang der Grund-
gesamtheit zu gross ist, um die Daten von allen Merkmalstragern zu bekommen. Deshalb
wahlt man eine Teilmenge der Grundgesamtheit, eine sog. Stichprobe, aus. In der Ein-
stiegsaufgabe waren das 50 Einwohner. Die Stichprobe hatte also einen Stichprobenum-
fang von 50. Die Daten, die man erhalt, hier das jeweilige Alter, nennt man Stichproben-
werte oder Merkmalsauspragungen. Diese Stichprobenwerte werden in der Reihenfolge
ihrer Erfassung in einer Urliste gesammelt.

Merken Sie sich die Begriffe:

Grundbegriffe einer statistischen Erhebung

e Merkmal: Das Merkmal ist die Eigenschaft, die im Rahmen einer statistischen Erhe-
bung untersucht wird.

e Merkmalstrager: Die Merkmalstrager sind die Personen oder Objekte, deren Merk-
mal untersucht wird.

e Grundgesamtheit: Die Grundgesamtheit ist die Menge aller zu untersuchenden Merk-
malstrager.

e Stichprobe: Eine Stichprobe ist eine Teilmenge der Grundgesamtheit.

e Stichprobenumfang: Der Stichprobenumfang gibt die Anzahl der Merkmalstrager
der Stichprobe an.

e Stichprobenwerte / Merkmalsauspragungen: Die Stichprobenwerte oder Merkmals-
auspragungen sind die Werte, die das Merkmal annimmt. Das sind die Daten, die
erhoben werden.

e Urliste: Die Urliste ist die urspriingliche unbearbeitete Aufzeichnung der Stichproben-
werte.

Allgemein geht man bei statistischen Erhebungen mit grossen Datenmengen so vor:

Durchfiihrung einer statistischen Erhebung

1. Gewdlnschtes Merkmal festlegen, das bei allen Personen oder Objekten einer Grund-
gesamtheit vorhanden ist.

2. Aus der Grundgesamtheit eine moglichst reprasentative Stichprobe mit einem
bestimmten Stichprobenumfang wahlen.

3. Stichprobenwerte ermitteln und in einer Urliste sammeln.

Von welcher Art die erhobenen Daten (Stichprobenwerte) sind, hangt vom jeweiligen Merk-
mal ab, das untersucht wird. Man unterscheidet zwischen Merkmalen wie dem Alter, bei
denen nur Zahlenwerte erfasst werden, und solchen wie der Augenfarbe, bei denen keine
Zahlenwerte erfasst werden.
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Arten von Merkmalen
Ein Merkmal heisst ...

e quantitatives Merkmal, wenn die erhobenen Daten nur aus Zahlenwerten bestehen.
e qualitatives Merkmal, wenn die erhobenen Daten nicht aus Zahlenwerten bestehen.

Ein quantitatives Merkmal heisst zudem ...

e diskret, wenn die erhobenen Daten nur aus isolierten Zahlenwerten bestehen.
e stetig, wenn die erhobenen Daten prinzipiell alle Zahlenwerte eines Intervalls anneh-
men konnen.

Beispiele:
Grundgesamtheit | Merkmal Daten / Stich- Art des Merkmals
probenwerte
Einwohner einer Alter (in Jahren) ...;31; 32; 33; ... quantitatives, dis-
Stadt kretes Merkmal
Schuler einer Klasse | Lieblingsfarbe grun, blau, rot, ... qualitatives
Merkmal
Schuler einer Klasse | Korpergrosse (inm) | 1.7; 1.78; 1.789; ... | quantitatives,
stetiges Merkmal
Stadte eines Lands | Anzahl der 11251; 213624, ... | quantitatives,
Einwohner diskretes Merkmal
Tiere eines Zoos Tierart Zebra, Lowe, Giraffe | qualitatives
Merkmal
Aufgabe 2 Kreuzen Sie alle statistischen Erhebungen an, bei denen das Merkmal quantitativ ist.

O | Ineinem Wald werden die Hohen der Baume gemessen.

In einer Schule wird die Anzahl der Tische in den Klassenrdumen gezahlt.

Auf einem Bauernhof wird das Geschlecht der Tiere ermittelt.

Die Schiiler einer Klasse werden nach ihrem Lieblingseis gefragt.

Die Schiiler einer Klasse geben an, wie viel Taschengeld sie bekommen.

In einem Wald werden die Baumarten ermittelt.

Ein Umfrageinstitut befragt die Wahler nach ihrem moglichen Wahlverhalten.

O ooooo

Ein Waurfel wird mehrfach geworfen. Die gewtrfelten Augenzahlen werden
erfasst.
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2.2 Strichliste und Haufigkeiten

Die geordnete Liste von Alice ist passend, um den Rang eines Stichprobenwerts zu ermit-
teln. Will man aber zahlen, wie oft ein Wert in der Stichprobe vorkommt, so ist die Strich-
liste von Bob geeigneter. Die Anzahl der Striche bei einem Stichprobenwert ist dann jeweils
dessen absolute Haufigkeit. Dividiert man die absolute Haufigkeit durch den Stichpro-
benumfang, so erhalt man die relative Haufigkeit:

absolute Hiufigkeit

relative Hiufigkeit = —;
Stichprobenumfang

Die beiden Soziologen mitissen also die absolute Haufigkeiten jeweils durch 50 teilen, um
die zugehorigen relativen Haufigkeiten zu erhalten. Diese werden auch haufig in Prozent
angegeben:

Alter | Striche | Abs. H. Rel. H. Alter | Striche | Abs. H. Rel. H.
1 | 1 0.02 = 2% 44 [ 2 0.04 = 4%
4 1l 3 0.06 = 6% 46 | 1 0.02 = 2%
8 I 2 0.04 = 4% 49 | 1 0.02 = 2%
11 | 1 0.02 = 2% 50 | 1 0.02 = 2%
13 I 2 0.04 = 4% 54 [ 2 0.04 = 4%
14 | 1 0.02 = 2% 55 | 1 0.02 = 2%
17 I 6 0.12 =12% 56 | 1 0.02 = 2%
22 | 1 0.02 = 2% 59 Il 4 0.08 = 8%
26 | 1 0.02 = 2% 63 | 1 0.02 = 2%
27 | 1 0.02 = 2% 64 I 2 0.04 = 4%
31 i 5 0.1=10% 73 | 1 0.02 = 2%
32 | 1 0.02 = 2% 79 | 1 0.02 = 2%
35 I 2 0.04 = 4% 83 | 1 0.02 = 2%
36 | 1 0.02 = 2% 84 | 1 0.02 = 2%
41 | 1 0.02 = 2% 96 | 1 0.02 = 2%

In dieser Haufigkeitstabelle gibt es 30 verschiedene Stichprobenwerte (Alter): X, = 1, x,= 4,

X, = 8, ..., Xoo = 84, x30=96. Und fir jeden Stichprobenwert x konnen wir seine absolute
14

Haufigkeit ablesen bzw. zuordnen. Diese Zuordnung nennt man absolute Haufigkeitsver-
teilung H. Es gilt z.B. H(4) =3. Das bedeutet, dass der Stichprobenwert 4 genau dreimal
vorkommt. In einer Haufigkeitsverteilung ergibt die Summe aller absoluten Haufigkeiten
immer den Stichprobenumfang #, in unserem Fall n =50.

Genauso konnen wir fur jeden Stichprobenwert X, seine relative Haufigkeit berechnen.

Diese Zuordnung nennt man relative Haufigkeitsverteilung k. Es gilt z.B. #(17) =0.12.
Das heisst, 12% der Stichproben haben den Wert 17. In einer Haufigkeitsverteilung ergibt
die Summe aller relativen Haufigkeiten immer 1 bzw. 100%.

Wir fassen die elementaren Begriffe zusammen.
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Diagramme fiir absolute und relative Haufigkeitsverteilungen

Die absolute und die relative Haufigkeitsverteilung einer Stichprobe kdnnen durch fol-
gende Diagramme grafisch dargestellt werden:

e Stabdiagramm

e Saulendiagramm
e Liniendiagramm
e Balkendiagramm

Hierflr zeichnet man zwei senkrecht aufeinanderstehende Achsen. Beim Stab-, Saulen-
und Liniendiagramm wird die horizontale Achse mit den Stichprobenwerten beschriftet und
die vertikale Achse mit den absoluten bzw. relativen Haufigkeiten. Beim Balkendiagramm
ist es umgekehrt.

Eine andere Moglichkeit der Darstellung einer relativen Haufigkeitsverteilung ist das Kreis-
oder auch Kuchendiagramm.

Kreisdiagramm

Im Kreisdiagramm wird jedem Stichprobenwert ein Kreissektor zugeteilt. Die Flachen-
inhalte der einzelnen Kreissektoren entsprechen dabei dem Anteil der zugehorigen relati-
ven Haufigkeiten:

Alter:
w20

. 21
. 22
. 23
24
25
I 26

27
I 28

29

Man erhalt den Zentriwinkel a . des Kreissektors eines Stichprobenwerts x mithilfe seiner
1 1
i

relativen Haufigkeit h(x ) durch die Formel a =h(xi) -360°. Beispielsweise ergibt sich der

Zentriwinkel o des Kreissektors flir das Alter 23 durch die relative Haufigkeit h(23) =0.14 mit
a=0.14-360° =50.4°:

Dabei wird also der 360°-Vollwinkel des Kreises anteilmassig auf die Stichprobenwerte ver-
teilt: 14% von 360° sind 50.4°.
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Aufgabe 20

Bei der Wahl fur die Studentenvertretung bekam Christoph 37 Stimmen, Sonja 112 Stim-
men, Remy 219 Stimmen, Selina 47 Stimmen und Maurice 9 Stimmen. 43 Studenten
enthielten sich.

a) Legen Sie eine Haufigkeitsverteilung der erhaltenen Stimmen in Tabellenform an. Be-
nutzen Sie dabei fur die relativen Haufigkeiten Prozentangaben und runden Sie diese
auf ganze Zahlen.

b) Stellen Sie die relative Haufigkeitsverteilung der Stichprobe mit einem Saulendia-
gramm dar.

c) Stellen Sie die relative Haufigkeitsverteilung der Stichprobe mit einem Kreisdiagramm
dar.

d) Was ist der Zentriwinkel bei den 10% von Selina?

- — +

3.2 Eigenschaften von Haufigkeitsverteilungen aus
Diagrammen lesen

Einige Eigenschaften von Haufigkeitsverteilungen lassen sich einfach an ihren Diagram-
men erkennen. So spricht man von einer symmetrischen oder schiefen Haufigkeitsver-
teilung, je nachdem, ob das zugehorige Diagramm eine Symmetrieachse hat oder nicht:

Z\ AN
/ \ / \ /

symmetrisch linksschief rechtsschief

25
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Das Liniendiagramm einer symmetrischen Verteilung besitzt eine Symmetrieachse und es
ist dadurch gekennzeichnet, dass die Stichprobenwerte, die gleich weit vom zentralen ma-
ximalen Haufigkeitswert entfernt sind, dieselbe Haufigkeit besitzen. Bei einer linksschie-
fen Verteilung ist die Kurve links vom maximalen Haufigkeitswert langer als rechts davon.
Bei rechtsschiefen Verteilungen ist es umgekehrt.

In einem Stab-, Saulen- bzw. Liniendiagramm gibt es oft einen langsten Stab, eine langste
Saule bzw. einen Hochpunkt. Dieser maximale Haufigkeitswert liegt naturgemass bei
dem Stichprobenwert, der am haufigsten vorkommt. Diesen Stichprobenwert nennt man
dann Modus. Die Anzahl der Modi entscheidet, ob eine Haufigkeitsverteilung als unimo-
dal, bimodal oder multimodal bezeichnet wird. An den Diagrammen konnen wir diese
Unterscheidung schnell erkennen:

N AN \
\ [\ [

// \\ II \V/ [V \
S \ / N\ / \
\ / \ / \
/ \ / . / \
_/ AN / / \

unimodal bimodal multimodal

Das Liniendiagramm der unimodalen Verteilung hat einen Hochpunkt, das der bimodalen
hat genau zwei Hochpunkte und das der multimodalen Verteilung hat mehrere Hochpunkte.

Aufgabe 21

Wahr oder falsch? Begriinden Sie lhre Entscheidung.

a) Beieinem achsensymmetrischen Liniendiagramm kommen alle Haufigkeitswerte paar-
weise vor.

b) Fur die Diagramme einer Haufigkeitsverteilung gilt: Die Saulen im Saulendiagramm
sind bei gleicher Skalierung genauso lang wie die Stabe im Stabdiagramm.

c) Beim 100-maligen Werfen einer Mtinze (Merkmale K[opf] oder Z[ahl]) ist das Linien-
diagramm eine Gerade.

d) Beim 100-maligen Werfen eines Wiirfels (Merkmale: Augenzahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6) ist
die Haufigkeitsverteilung unimodal.

e) Jede nichtsymmetrische Haufigkeitsverteilung ist schief.

f)  Eine Haufigkeitsverteilung, bei der alle Stichprobenwerte dieselbe absolute Haufigkeit
besitzen, hat keinen Modus.

g) Jede symmetrische Haufigkeitsverteilung ist unimodal.

h) Die Haufigkeitsverteilung der Stichprobe 3, 2, 1, 2, 3, 2, 1 ist symmetrisch.
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4.3 Klassenintervalle mit verschiedenen Breiten

Die Gruppierung von Daten in Klassen kann verallgemeinert werden, indem man bei ge-
wissen Datenstrukturen die Klassenbreiten unterschiedlich gross macht. Dies ist insbeson-
dere dann angezeigt, wenn die Daten nicht gleichmassig Uber alle Merkmalsauspragun-
gen verteilt sind. Wir betrachten dazu das folgende Beispiel.

In einem Betrieb mit 100 Angestellten werden monatliche Lohne von 3800 bis 10000 Fran-
ken ausbezahlt. Die Lohne verteilen sich wie folgt:

Lohn (CHF) Klassenintervalle Klassenbreiten Abs. H.
von 3800 bis
I =1[3800; 4000 b =200 =
unter 4000 1 [ [ 1 H(Il) 25
von 4000 bis 1_=[4000; 4500[ b =500 H(I ) =25
unter 4500 2 2 2
von 4500 bis
I _=1[4500; 5000 b_ =500 =
unter 5000 3 [ [ 3 H(I3) 30
von 5000 bis
I =[5000; 6000 b =1000 H(I =15
unter 6000 a7l [ 4 ( 4)
von 6000 bis 10000 15 =[6000; 10000] b5 =5000 H(Is) =5

Da die Anzahl der hoheren Lohne erwartungsgemass kleiner ist als diejenige der niedri-
geren, ist es sinnvoll, bei der Klassenbildung die hoheren Lohnklassen breiter zu machen.

Wenn wir nun, wie bei konstanten Klassenbreiten, einfach Uber jedes Intervall ein Recht-
eck mit der Hohe der jeweiligen absoluten Klassenhaufigkeit zeichnen, entsteht folgen-
des Diagramm:

Absolute
Haufigkeit

35

30

25

20

15 +

10

Lohn (CHF)

N o ©
S e
NSNS

Q
N
Q)Q

Dieses Diagramm ist irrefihrend. Es erweckt den Eindruck, dass die Haufigkeit der
Klasse I] =[3800; 4000[ kleiner ware als die Haufigkeit der Klasse I2 = [4000; 4500[. Und

auch das Rechteck der Klasse I5 = [6000; 10000] wirkt Gberproportional gross, man be-

kommt den Eindruck, es gabe sehr viele Angestellten in der hochsten Lohnklasse. Das liegt
daran, dass sich das menschliche Auge an der Grosse der Flachen der Rechtecke orien-
tiert und nicht an deren Hohe.

33
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Um diesem Umstand Rechnung zu tragen, mussen die Hohen der Rechtecke im Histo-
gramm so gewahlt werden, dass die Flacheninhalte der Rechtecke den Klassenhaufigkei-
ten entsprechen. Dies erreicht man z.B. fur die Klasse I1 =[3800; 4000[, indem man die

absolute Klassenhaufigkeit H(Il) =25 durch die Klassenbreite b] =200 dividiert (Normie-

rung der Haufigkeiten):

Diese Grosse f] entspricht der Rechteckshohe tber dem Intervall II im Histogramm.

Allgemein bekommt man die Klassenhohen fi fir das Intervall Ii durch:

Die Klassenhohe fi nennt man auch Haufigkeitsdichte.

Wir erweitern nun die obige Tabelle mit der Spalte «Klassenhohen»:

Klassenintervalle Klassenbreiten Abs. H. Klassenhohen
25

Il=[3800; 4000[ b] =200 H([1)=25 f1=%=0.125

12= [4000; 4500[ b2=500 H(Iz) =25 fz_ 500 =0.05

= 30 =0.06

I3 =[4500; 5000[ b3 =500 H(I3) =30 f3 S0

I4 =[5000; 6000[ b4— 1000 H([4) =15 f4— 1000 0.015
5

15 =[6000; 10000] b5 =5000 H(Is) =5 f5 = 2000 =0.00125
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4 Wie kann man Daten gruppieren?

Das zugehorige Histogramm sieht jetzt so aus:

Klassen-
hoéhe

0.14 I
25%

0.12

0.10

Lohn (CHF)

N
N

Wir haben noch die relativen Klassenhaufigkeiten in Prozent an die Rechtecke geschrie-
ben. Diese entsprechen dann auch dem jeweiligen Anteil eines Rechtecks an der Gesamt-
flache aller Rechtecke.

Histogramm bei verschiedenen Klassenbreiten

Das Anlegen eines Histogramms bei verschiedenen Klassenbreiten erfolgt in folgenden
Schritten:

1. Klassen festlegen: Unterteilung der Stichprobenwerte in aneinandergrenzenden Inter-
vallen 11’ 12, 13, Im mit den Breiten b], bz' b3, bm.

2. Klassenhaufigkeiten bestimmen: Die absolute Haufigkeit H(Ii) jeder Klasse bestimmen.

3. Klassenhohen bestimmen: Fur jede Klasse Ii die Klassenhohe (Haufigkeitsdichte)

fi bestimmen, indem man die absolute Klassenhaufigkeit H(Ii) durch die Klassen-

H(Ii)
bl, '
4. Histogramm zeichnen: Uber jedes Intervall Ii ein Rechteck mit der Breite bi und der

breite bi dividiert: fl, =

Hohe fi zeichnen.

35



40 Grundlagen der Statistik: Daten, Diagramme, Kennzahlen und Zusammenhidnge
5 Wann werden Haufigkeiten summiert?

Aufgabe 35 Benutzen Sie in der vorherigen Tabelle die relativen Summenhaufigkeiten und beantwor-
ten Sie die folgenden Fragen. Wie viel Prozent der Befragten sind ...

a) hochstens 35 Jahre alt?

b) mindestens 36 Jahre alt?

c) mindestens 35 Jahre alt?

d) mindestens 22 Jahre alt?

e) mindestens 22, aber hochstens 30 Jahre alt?

f)  mindestens 6, aber hochstens 34 Jahre alt?

_‘_J__ v
[ ) |
N
DA T
7 A
4+ = {777*—[4

5.2 Grafische Darstellung von Summenhaufigkeiten

Genauso wie die einzelnen relativen Haufigkeiten konnen wir auch die relativen Summen-
haufigkeiten flir die gesamte Stichprobe grafisch darstellen. Flr die Stichprobe aus der
Einstiegsaufgabe ergibt sich z.B. folgendes Liniendiagramm:

Relative

Summen-
héaufigkeit

100%

80%

60% //_
||
1 /

20% /

0% Alter
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36

Die Kurve beginnt bei null und steigt bei jedem beobachteten Wert sprunghaft um die
jeweilige relative Haufigkeit an. Zwischen den einzelnen Werten bleibt sie konstant, bis
sie beim grossten Wert die Summenhaufigkeit 100% erreicht. So lasst sich direkt ablesen,
welcher Anteil der Daten kleiner oder gleich einem bestimmten Wert ist.
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6 Welche Masszahlen beschreiben die Mitte einer Stichprobe?

Mittelwert einer Stichprobe

Gegeben sei eine Stichprobe mit den Stichprobenwerten X Xy s X und dem Stich-

probenumfang n.

Der Mittelwert x (auch arithmetisches Mittel oder Durchschnitt) der Stichprobe berech-
net sich aus der Summe aller Stichprobenwerte geteilt durch den Stichprobenumfang:

X tx +..+x
- 1 2 n
x:
n

Weniger Aufwand zur Berechnung des Mittelwerts hat man, wenn die Stichprobe als ab-
solute oder relative Haufigkeitsverteilung vorliegt. Flr die Befragung aus der Einstiegs-
aufgabe ware das:

X, 20 23 24 26 29 30 32 35 36 40

4

H(xi) 2 3 5 7 8 9 8 5 2 1

h(x,.) 004 | 006 | 01 | 014 | 016 | 0.18 | 0.16 | 0.1 | 0.04 | 0.02

Dann braucht man namlich nicht jeden Wert einzeln zu addieren, sondern kann ihn mit sei-
ner absoluten Haufigkeit multiplizieren:

2:20+3-23+5:24+7-26+8-29+9-30+8-32+5-35+2-36+1-40
50 B

29.12

x=
Der Mittelwert ist auch direkt mit den relativen Haufigkeiten berechenbar:

_ 2 3 5 5 2 1
X=— 20+ — 23+ — 24+ ..+ — 35+ —36+—40
50 50 50 50 50 50

=0.04-20+0.06-23+0.1-24+..+0.1-35+0.04-36 +0.02-40=29.12

Mittelwert aus einer Haufigkeitsverteilung

Gegeben sei eine Stichprobe mit dem Stichprobenumfang n, mit m verschiedenen Stich-
probenwerten x , x , ..., x und den zugehérigen absoluten Haufigkeiten H(xl), H(xz),

H(xm) bzw. relativen Haufigkeiten h(xl), h(xz), h(xm).

Der Mittelwert x der Stichprobe berechnet sich durch:

H(xl) X +H(x2) I +H(xm)x

m

_i':
n

bzw.

x=h(x1) X +h(x2) -x2+...+h(xm) X

Und wie wird der Mittelwert klassierter Daten berechnet? Man verwendet dann in den
Formeln die Klassenmitten als Stichprobenwerte X, mit den zugehorigen Klassenhaufig-
keiten H(x ) bzw. h(xi).

i

45
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Wir halten allgemein fest:

Mittlere absolute Abweichung

Gegeben sei eine Stichprobe mit den Stichprobenwerten XXy X dem Stichprobenum-

fang n und dem Mittelwert x.

Die mittlere absolute Abweichung d ist die Summe aller absoluten Abweichungen zum
Mittelwert geteilt durch den Stichprobenumfang:

x —x|+|x —Xx|+..+
1 2

x —)_c|
n

d=
n

Wir erkennen, dass die mittlere absolute Abweichung d ein Mass fur die Streuung einer
Stichprobe ist. Gilt d =0, so sind alle Stichprobenwerte gleich und die Stichprobe streut
uberhaupt nicht. Je mehr bzw. grossere oder kleinere Ausreisser es in der Stichprobe gibt,
umso grosser ist d.

7.3 Die Standardabweichung und die Varianz

Das wichtigste Streuungsmass in der Statistik ist die Standardabweichung s. Zur Berech-
nung der Standardabweichung verwendet man nicht die absoluten Abweichungen zum
Mittelwert, sondern die Quadrate der absoluten Abweichungen.

Fir die Stichprobe 17, 45, 20, 23, 24, 23, 24, 32, 30, 2, 24, 29, 54 mit dem Mittel-
wert x =26.7 aus der Einstiegsaufgabe ergibt sich dann:

(17-26.7)>+(45-26.7)>+(20-26.7)> +(23 - 26.7)% + (24 - 26.7)?
+(23-26.7)2+(24-26.7)2+(32-26.7)> +(30-26.7)%
+(2-26.7)2+(24-26.7)2+(29-26.7)% +(54 - 26.7)2
=9.72+18.32+6.72+3.72+ 2.7> +3.7> + 2.7 +5.3%

+3.32424.72+2.7%4+2.32+27.32
=1922.8

Das ist die Summe der Quadrate der absoluten Abweichungen. Diese Summe teilen wir
nun durch den um 1 verminderten Stichprobenumfang!", also durch 13 —1 =12, und erhal-
922.8

12
Nehmen wir daraus noch die Wurzel, erhalten wir das wichtigste Streuungsmass, die (em-

pirische) Standardabweichung: s =,/160.2 =12.7.

2=1

ten die (empirische) Varianz s der Stichprobe: s =160.2.

Wir halten allgemein fest:

[1] Auf die Griinde, warum hier durch n—7 und nicht durch den Stichprobenumfang n geteilt wird, kann hier
nicht eingegangen werden.
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Varianz und Standardabweichung

Gegeben sei eine Stichprobe mit den Stichprobenwerten XXy X dem Stichprobenum-
n

fang n und dem Mittelwert x.

Die (empirische) Varianz s? der Stichprobe ist die Summe aller Quadrate der absoluten Ab-
weichungen geteilt durch den um 1 verminderten Stichprobenumfang:

2_ (xl_’_‘)2+(x2_)_‘)2+---+(xn—)'c)2

n—1

Die (empirische) Standardabweichung s der Stichprobe ist die Quadratwurzel aus der Va-
rianz:

Wegen der Quadrate der Abweichungen gewichtet die Standardabweichung Ausreisser
starker als die mittlere absolute Abweichung.

Beispiel:

In einem Grossbetrieb wurde ein fakultativ zu absolvierender Intelligenztest unter 11 CEOs
des Betriebs durchgefuhrt. Es ergaben sich die folgenden 1Q-Punkte: 117, 108, 110, 108,
81, 120, 114, 122, 89, 104, 93. Wir berechnen die Standardabweichung.

Zuerst den Mittelwert bestimmen:

_ 117+108+110+108+81+ 120+ 114+ 122+89+104+93 1166 156
X = = =
11 11

Dann die Summe der quadratischen Abweichungen:

(117-106)2+(108 = 106)2 +(110—106)%+ (108 — 106) +(81 = 106)% + (120 — 106)?
+(114-106)2+(122-106)%+(89 - 106)% + (104 — 106)2 + (93 — 106)?
=112 +22+ 42422+ 252+ 142+ 82+ 162 + 172+ 22 + 132

=1748

Geteilt durch 11 — 1 = 10 ergibt (als Zwischenergebnis) die Varianz s*:

, 1748
s?=——=174.8
10

Und daraus die Wurzel ergibt die gesuchte Standardabweichung s:

s=4/174.8 =13.2
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8 Wie kann man Masszahlen grafisch darstellen?

8.1 Median und Quartile

Der Median X einer Stichprobe hat die Eigenschaft, dass 50% der Stichprobenwerte klei-
ner und 50% der Stichprobenwerte grésser als X sind.

Beispiele:

Die Stichprobe aus der Einstiegsaufgabe hat den ungeraden Stichprobenumfang 13, daher
ist der Median der mittlere Wert der geordneten Liste: 2, 17, 20, 23, 23, 24, 25, 26, 29, 30,
32, 45, 54. Also x =25.

Kommt noch der Wert 56 hinzu, so hat die Stichprobe aus der Einstiegsaufgabe den geraden
Stichprobenumfang 14, daher ist der Median der Mittelwert der beiden mittleren Werte

der geordneten Liste: 2, 17, 20, 23, 23, 24, 25, 26, 29, 30, 32, 45, 54, 56. Also
25+26

x=——=255.
2

Statt in zwei gleiche Teile konnen wir die Stichprobe auch in vier gleiche Teile teilen. Dazu
brauchen wir zwei weitere Lagemasse. Erstens einen Wert Q], sodass 25% der Stichpro-

benwerte kleiner und 75% grosser als Q] sind. Und zum anderen einen Wert Q3, sodass

75% der Stichprobenwerte kleiner und 25% grosser als Q3 sind.

Die Werte Q] und Q3 nennt man erstes und drittes Quartil der Stichprobe. Zusammen
mit dem Median, der das zweite Quartil Q2 bildet, teilen sie die Stichprobe in vier gleiche

Teile, in denen je 25% der Stichprobenwerte liegen:

Median
erstes Quartil zweites Quartil drittes Quartil
25% 25% 25% 25%
der Daten der Daten der Daten der Daten
—
Q Q,=x Q.

Zwischen dem ersten und dem dritten Quartil liegen 50% aller Stichprobenwerte. Die Dif-
ferenz aus drittem und erstem Quartil nennt man Quartilsdifferenz IQR (engl. «interquar-
tile range»). Die Quartilsdifferenz ist ein Streuungsmass, das die Spannweite der mittleren
Halfte aller Stichprobenwerte angibt.

[1] Quartil (lat.): «Viertelwert».
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Aufgabe 63

Gegeben sei die Stichprobe mit den Stichprobenwerten: 118, 123, 188, 176, 136, 150, 137,
177,174, 165, 171, 172.

a) Bestimmen Sie den Median, das erste und das dritte Quartil und die Quartilsdifferenz.

b) Zwischen welchen Werten liegen 75% aller gesammelten Daten?

8.2 Erstellen eines Boxplots
Um einen Boxplot flr eine Stichprobe zu zeichnen, braucht man folgende Masszahlen
der Stichprobe:

e den Median,
e erstes und drittes Quartil und
e die Quartilsdifferenz.

Der Boxplot sieht grundsatzlich so aus:

erstes ) drittes
Quartil Median Quartil

. linke rechte
Ausreisser |

Antenne Antenne Ausreisser
| [ ]

65
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Innerhalb dieses Intervalls [7.25; 45.25] missen also die Antennen enden. Wir zeichnen
diese gedachten Schranken als gestrichelte Linien:

7.25 45.25

0 10 20 30 40 50 60

Alle Stichprobenwerte ausserhalb der Schranken bezeichnen wir als Ausreisser. Diese
werden fur die Antennen nicht bertcksichtigt. Wir stellen nun fest, dass der kleinste «nor-
male» Stichprobenwert, der innerhalb der Schranken ist, der Wert 17 ist. Bis dahin geht
die linke Schranke. Und der grosste Wert innerhalb der Schranken ist 45, bis dahin geht
die rechte Antenne:

7.25 45.25

I I

I I

I I

I |

I ]

I I

I I

I ]

I |

I I

I |
| [ - | | | | I | | |
I I I 1T I I I I I I I I o
0 10 17 20 30 40 45 50 60

Das ist der Boxplot. Es ist auch noch Ublich, die Ausreisser 2 und 52 als einzelne Punkte
einzuzeichnen:

Der Boxplot hilft dabei, sehr schnell einen Uberblick (iber die Daten zu erhalten. So er-
kennt man direkt, dass der Median bei 25 liegt und dass je 25% der Daten unter 21.5 und
Uber 32 liegen, denn dies sind genau die Abmessungen der Box, in der 50% der Stichpro-
benwerte enthalten sind. Folglich ist auch die Quartilsdifferenz, die der Lange der Box ent-
spricht, genau 9.5. Auch sind die Ausreisser sofort zu identifizieren.
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9 Wie erkennt man Zusammenhange zwischen Merkmalen?

Je naher sich die Punkte an der gedachten Geraden befinden, umso grosser ist die Kor-
relation:

A A A
L] ° L]
® o0 ‘ Se o .. ° .o. ‘
L] L]
: ALY ® o ¢ .0 ° ¢ e, °
o o0 © e o ° (3
°_ o o o e o ©® ‘.
o, R °® LY ° ° o. . ° °
L] Y L]
.:°: ::. ®e® o. ° e o ® .. * .
° °® e L, ° ° °
. ':° Ce° o ° . ° °
L] L]
... ....: .: o ‘ o ¢ C e e e .o ‘
o © ° °
starke Korrelation schwache Korrelation keine Korrelation

Je nachdem, ob die gedachte Gerade von links nach rechts steigt oder fallt, ist die Korre-
lation positiv oder negativ:

A A
® o “ ' .
: ...' .'. ® o
° .o ° ° e °
oo o°° .' °
o o e o
% _o0° ML 3
e o ° %
o. o ® ° . o, .
o ° ° °
3 .
positive Korrelation negative Korrelation

Man spricht von einer positiven Korrelation, wenn gilt: Wird das Merkmal X grosser, so
wird auch das Merkmal Y tendenziell grosser. Die Punkte im Streudiagramm liegen dann
um eine steigende Gerade. Man spricht von einer negativen Korrelation, wenn gilt: Wird
das Merkmal X grosser, so wird das Merkmal Y tendenziell kleiner. Die Punkte liegen dann
um eine fallende Gerade.

Die Korrelation, also die Starke des Zusammenhangs zweier Merkmale, kann auch durch
eine Masszahl, den sog. Korrelationskoeffizienten quantitativ beschrieben werden. Wir
beschranken uns hier auf eine grafische Beschreibung.

Korrelation
Die Korrelation beschreibt die Starke des Zusammenhangs bivariater Daten.

Werden die bivariaten Daten im Streudiagramm dargestellt, so besteht eine (lineare) Kor-
relation zwischen den Merkmalen, wenn sich die Punkte annahernd auf einer Geraden
befinden. Je naher die Punkte sich an der gedachten Geraden befinden, umso starker ist
die Korrelation.

Steigt diese Gerade von links nach rechts, so spricht man von positiver Korrelation, wenn
sie fallt, von negativer Korrelation.
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Losungen zu den Aufgaben

. 8+9
Zweites Quartil, Median: Q_=x= =8.5

2 2

] 4+5
Erstes Quartil: Ql = — =4.5

12+13

Drittes Quartil: Q3= 12.5

Quartilsdifferenz: IQR =12.5-4.5=8

50+51
2

Zweites Quartil, Median: Q2=?c= =50.5

25+26
Erstes Quartil: Q1 = > =25.5

) ) 75+76
Drittes Quartil: Q3 = 5 =175.5

Quartilsdifferenz: IQR =75.5—-25.5=50

Lésungen

Zweites Quartil, Median: Q, =x=500
Erstes Quartil: Ql =250

Drittes Quartil: Q3 =750
Quartilsdifferenz: IQR =750 —250 =500

Aufgabe 63

b)

Geordnete Stichprobe: 118, 123, 136, 137, 150, 165, 171, 172, 174, 176, 177, 188.

_ 165+171
Zweites Quartil, Median: Q2=x = T =168

136 +137

Erstes Quartil: Q1 = 36.5

_ , 174 +176
Drittes Quartil: Q3 == 175

Quartilsdifferenz: JQR =175-136.5=38.5
75% aller Daten liegen sowohl zwischen dem kleinsten Stichprobenwert X = 118 und
dem dritten Quartil Q3 =175 als auch zwischen dem ersten Quartil Q1 =136.5und dem

grossten Stichprobenwert x]2= 188, also je in den beiden Intervallen [118; 175] und
[136.5; 188].

Aufgabe 64

Median und Quartile: ¥ =54 ; @, =50.5; Q=58

Quartilsdifferenz: IQR = Q3 - Q1 =58-50.5=17.5.
Die maximale Lange der Antennen: 1.5-IQR=1.5-7.5=11.25.

Die Ausreisser befinden ausserhalb des Intervalls
[50.5-11.25; 58 +11.25]=[39.25; 69.25]

Der kleinste und der grosste «normale» Wert innerhalb dieses Intervalls: 44 und 62.
Bis dahin gehen die Antennen.
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Lésungen zu den Aufgaben

6. Boxplot mit den Ausreissern 70 und 74:

40 50 60 70 80
Aufgabe 65 a) Durch Ablesen ergeben sich die drei Mediane 3596 ~75, 3597 =72, 3598 ~70 und die drei
Quartilsdifferenzen IQR96 ~82-54=128, IQR97 ~84-51=33, IQR98 ~86-52 =36,

b) Die Quartilsdifferenz stellt die Streuung der Halfte aller Stichprobenwerte dar. Aus die-
sem Grund ist im Jahr 1998 die Streuung der Prifungsresultate am grossten.

c) Es ist weitgehend von der Art der Stichprobe abhangig, wie man einen Boxplot inter-
pretiert. In der Padagogik gibt es ganz unterschiedliche Ansichten daruber, was eine
«schlechte» Prufung ist. Wir sind der Meinung, dass bei der Prifungsauswertung bei
ungefahr gleich grossen Medianen (was hier gegeben ist) eine gute Prifung moglichst
weit im Punktebereich von 0 bis 100 streuen sollte, und dies wiederum wirde darauf
hindeuten, dass die Prufung des Jahrs 1998 in diesem Sinn sogar die beste aller drei
Prifungen ist.

Aufgabe 66 Die Quartile teilen eine Stichprobe in vier gleiche Teile. Das zweite Quartil heisst auch Me-
dian . Zwischen dem ersten und dem dritten Quartil befinden sich 50% aller Stichproben-
werte. Die Halfte aller Stichprobenwerte befindet sich auch zwischen dem kleinsten Stich-
probenwert und dem Median . Um die Quartilsdifferenz auszurechnen, subtrahieren wir
das erste vom dritten Quartil. Diese Differenz wird mit IQR abgekiirzt. Bei dem Boxplot ist
die Lange der Box gleich der Quartilsdifferenz . Die maximale Lange der Antennen ist das
1.5-Fache der Quartilsdifferenz . Ausserhalb der Antennen befinden sich die Ausreisser .

Aufgabe 67

Bei Stichproben mit lauter gleichen Stichprobenwerten ist die Quartilsdifferenz 0.

Addiert man zu allen Stichprobenwerten der Stichprobe -1, -1.5, -2, -2.5 -3,
-3.5, -4 die Zahl 2, dann verandern sich die Quartile.

Addiert man zu allen Stichprobenwerten der Stichprobe -1, -1.5, -2, -2.5 -3,
-3.5, -4 die Zahl 2, so bleiben die Spannweite und die Quartilsdifferenz gleich.
Multipliziert man alle Stichprobenwerte der Stichprobe -1, -1.5, -2, -2.5, -3,

-3.5, =4 mit der Zahl 10, dann muss man auch die Spannweite und die Quartils-
differenz mit 10 multiplizieren, um die neue Spannweite und die neue Quartils-
differenz zu berechnen.

0 Der Abstand der Antennenenden eines Boxplots gibt immer die Spannweite der
Stichprobe an.

0 Wenn zwei Boxplots eine gleich lange Box haben, dann haben sie den gleichen
Median.
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