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3 Wie werden Potenzgleichungen mit rationalen  Exponenten gelöst? 

3        Wie werden Potenzgleichungen mit rationalen 
 Exponenten gelöst? 

 Finden Sie durch Ausprobieren die Lösung der Gleichungen. 

a) 

b) 

c) 

d) 

                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              

3.1    Wurzelgleichungen sind Potenzgleichungen mit 
 rationalen Exponenten 

 Gleichungen, in denen die Unbekannte unter einer Wurzel vorkommt, heissen  Wurzel-

gleichungen.  Wurzelgleichungen wie   oder   sind nur für   defi niert. Um 

eine Wurzelgleichung zu lösen, wird diese durch Potenzieren mit dem Wurzelexponenten 
in eine Gleichung umgeformt, in der keine Wurzel mehr vorkommt: 

 Aber Vorsicht: Beim Potenzieren mit einem  geraden Exponenten  können  Scheinlösun-
gen  entstehen! Daher ist immer, wenn eine Gleichung mit einem geraden Exponenten 

 potenziert wurde, die gefundene Lösung durch eine Einsetzprobe zu überprüfen:   ist 

eine wahre Aussage, daher ist   Lösung der Gleichung. 

 Bei der Gleichung   potenzieren wir mit dem Exponenten 4: 

 Die Einsetzprobe   führt zu einer falschen Aussage. Die Gleichung hat also keine 

Lösung. 

Aufgabe 10 
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23Funktionen mit Tiefgang: Potenzen, Wurzeln und Polynome

3 Wie werden Potenzgleichungen mit rationalen  Exponenten gelöst? 

 Bei der Gleichung   potenzieren wir mit dem Exponenten 5: 

 Da wir n-te Wurzeln mittels   auch als Potenz schreiben können, können wir 

 Wurzelgleichungen auch als  Potenzgleichungen mit rationalen Exponenten    ansehen. 

Die Gleichung   wird so zu   , die wir genauso wie oben, durch Potenzieren 

mit dem Wurzelexponenten, lösen: 

 Alle Wurzelgleichungen   bzw.   lösen wir, indem wir die Gleichung mit  

 potenzieren. Bei der gefundenen Lösung   muss überprüft werden, ob sie zur Defi ni-
tionsmenge der Gleichung gehört. Wurde die Gleichung mit einem geraden Exponenten  
potenziert, so muss die Lösung ausserdem durch eine Einsetzprobe überprüft werden. 

  Lösung einer Wurzelgleichung   

 Eine Wurzelgleichung der Form 

 mit   ist für   defi niert.  

 Sie wird durch Potenzieren mit   gelöst. Ist   gerade, so muss die gefundene Lösung 

 durch eine Einsetzprobe überprüft werden. 

  Beispiele: 

  Wir lösen die Gleichung   bzw.   : 
Zu

r A
ns

ich
t



24 Funktionen mit Tiefgang: Potenzen, Wurzeln und Polynome

3 Wie werden Potenzgleichungen mit rationalen  Exponenten gelöst? 

   Wir lösen die Gleichung   bzw.   : 

 Denken Sie daran, erst die Potenz / Wurzel zu isolieren, dann zu potenzieren. 

   Wir lösen die Gleichung   : 

 Da   nicht zur Defi nitionsmenge der Gleichung gehört, besitzt die Gleichung keine 
Lösung. 

 Schreiben Sie die Wurzel als Potenz und lösen Sie die Potenzgleichung. 

a) 

b) 
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29Funktionen mit Tiefgang: Potenzen, Wurzeln und Polynome

4 Welche Eigenschaften haben Potenzfunktionen mit natürlichen Exponenten? 

4        Welche Eigenschaften haben Potenzfunktionen 
mit natürlichen Exponenten? 

 Für die Quadratfunktion   ist die Wertetabelle ausgefüllt und ihr Graph gezeichnet. 
Gegeben sind die weiteren Funktionen   und   . 

x

y

1O

1

2

3

4

5

−1−2−3 2 3 4
−1

−2

−3

−4

−5

f(x) =  x2

a)      Füllen Sie für   und   die Wertetabelle aus. 

b)      Zeichnen Sie die Graphen von   und   ins Koordinatensystem. 

c)      Welche Punkte haben alle Graphen gemeinsam? 

d)      Welche Graphen sind achsensymmetrisch, welche punktsymmetrisch? 
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30 Funktionen mit Tiefgang: Potenzen, Wurzeln und Polynome

4 Welche Eigenschaften haben Potenzfunktionen mit natürlichen Exponenten? 

4.1       Potenzfunktionen 

 Funktionen wie   ,   oder   , bei denen die Variable   die 
Basis einer Potenz ist, heissen  Potenzfunktionen.

  Potenzfunktion 

 Eine Funktion mit der Gleichung  ,  mit   und   heisst  Potenzfunktion.

Wir betrachten hier Potenzfunktionen   mit natürlichen Exponenten  

 Bei   handelt es sich um eine lineare Funktion  ,  deren Graph eine Gerade ist. 
Bei   ist   eine quadratische Funktion mit einer Parabel als Graphen. Da 

 den Exponenten 2 besitzt, wird sie  Potenzfunktion zweiten Grades  und ihr 
Graph  Parabel zweiter Ordnung  genannt. 

 Der  Grad einer Potenzfunktion ist durch ihren  Exponenten    festgelegt. Die Funk-
tionen   ,   und   sind alle  Potenzfunktionen dritten  Grades
und ihre Graphen sind  Parabeln dritter Ordnung.

 Entsprechend gibt es Potenzfunktionen vierten, fünften oder höheren Grades. 

  Potenzfunktion mit natürlichen Exponenten   

Eine Funktion mit der Gleichung   , mit   und   heisst  Potenzfunktion 
n-ten Grades.

Der Graph einer Potenzfunktion n-ten Grades (   ) heisst  Parabel n-ter Ordnung.

  Da man jede reelle Zahl mit einer natürlichen Zahl potenzieren kann, ist der  Defi nitions-
bereich  einer  Potenzfunktion mit natürlichen Exponenten  die Menge aller reellen Zah-
len:   . Der  Wertebereich    ist, je nachdem, ob der Exponent  gerade  oder  unge-
rade  ist, zu unterscheiden. 

4.2    Potenzfunktionen mit geraden Exponenten 

 In der Einstiegsaufgabe begegneten uns die Funktionen   und   . Wir ver-
gleichen sie mit einer weiteren Potenzfunktionen   , deren Exponent gerade ist: 
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37Funktionen mit Tiefgang: Potenzen, Wurzeln und Polynome

5 Welche Eigenschaften haben Potenzfunktionen mit negativen ganzzahligen Exponenten? 

5.1    Potenzfunktionen mit negativen ganzzahligen 
 Exponenten 

 Potenzfunktionen können auch negative Exponenten haben, z. B.   , 

 oder   . Die Graphen dieser Funktionen heissen  Hyperbeln.  Der Graph 

von   ist eine  Hyperbel erster Ordnung,  der von   eine  Hyperbel 

zweiter Ordnung  usw. 

  Potenzfunktion mit negativen ganzzahligen Exponenten   

 Der Graph einer Funktion mit der Gleichung    , mit   und   , heisst 
Hyperbel n-ter Ordnung.

  Aus   folgt, dass Potenzfunktionen mit negativen Exponenten für   nicht defi -

niert sind. Der  Defi nitionsbereich  einer  Potenzfunktion mit negativen ganzzahligen 
 Exponenten  ist die Menge aller reellen Zahlen ohne die Null:   . Der  Werte-
bereich    ist, je nachdem ob  gerade  oder  ungerade  ist, zu unterscheiden. 

5.2     Potenzfunktionen mit negativen geraden Exponenten 

 Wir vergleichen die Funktionen   ,   und   , deren Exponenten 
negativ und gerade sind: 

  Betrachten wir die Funktionswerte, stellen wir allgemein fest: 

•   Die Funktionswerte sind immer positiv. Der Wertebereich umfasst alle positiven reel-
len Zahlen:   . 

•  Bei   ist die Funktion nicht defi niert. 
•  Bei   und   ist der Funktionswert   . 
•  Für jedes   ist der Funktionswert gleich dem Funktionswert bei  ,  also   für 

alle  .
•  Werden die x-Werte betragsmässig grösser, so werden die Funktionswerte immer klei-

ner. 
•  Nähern sich die x-Werte immer mehr der Zahl 0 an, so werden die Funktionswerte 

 immer grösser.  
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5 Welche Eigenschaften haben Potenzfunktionen mit negativen ganzzahligen Exponenten? 

 Die Funktionsgraphen sehen so aus: 

x

y

1O

1

2

−1−2−3−4 2 3 4 5

g(x) = x –4

f(x) = x –2

h(x) = x–6

  Für alle Graphen gilt: 

•   Der Graph ist eine  Hyperbel. Er besteht aus zwei nicht zusammenhängenden Teilen, 
den  Hyperbel-Ästen.

• Der Graph ist achsensymmetrisch zur y-Achse. 
•  Der Graph verläuft oberhalb der x-Achse. Insbesondere besitzt die Funktion keine Null-

stelle. 
•  Für betragsmässig immer grösser werdende x-Werte schmiegen sich die Hyperbel-Äste 

immer mehr der x-Achse an. 
•  Nähern sich die x-Werte immer mehr der Zahl 0 an, so werden die Funktionswerte 

 immer grösser. 
•  Der Graph geht durch die Punkte   und   .  

5.3     Potenzfunktionen mit negativen ungeraden Exponenten 

 Wir vergleichen die Funktionen   ,   und   , deren Exponenten 
negativ und gerade sind: 

  Betrachten wir die Funktionswerte der drei Funktionen, stellen wir allgemein fest: 

•   Die Funktionswerte sind negativ und positiv, aber nie null. Der Wertebereich umfasst 
alle reellen Zahlen ohne die Null:   . 

•  Bei   ist die Funktion nicht defi niert. 
•  Bei   ist der Funktionswert   und für   ist der Funktionswert   . 
•  Für jedes   ist der Funktionswert gleich dem negativen Funktionswert bei  ,  also 

 für alle  .
•  Werden die x-Werte betragsmässig grösser, so werden die Funktionswerte betrags-

mässig immer kleiner. 
•  Nähern sich die x-Werte immer mehr der Zahl 0 an, so werden die Funktionswerte be-

tragsmässig immer grösser.  
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5 Welche Eigenschaften haben Potenzfunktionen mit negativen ganzzahligen Exponenten? 

 Die Funktionsgraphen sehen so aus: 

x

y

1O

1

2

3

4

−3−4 2 3 4 5
−1

h(x) = x−5

g(x) = x−3

f(x) = x−1

  Für alle Graphen gilt: 

•   Der Graph ist eine  Hyperbel.    Der linke  Hyperbel-Ast liegt unterhalb der x-Achse, der 
rechte oberhalb davon. 

•  Der Graph ist punktsymmetrisch zum Ursprung   . 
•  Für betragsmässig immer grösser werdende x-Werte schmiegen sich die Hyperbel-Äste 

immer mehr der x-Achse an. 
•  Nähern sich die x-Werte immer mehr der y-Achse an, so werden die Funktionswerte 

betragsmässig immer grösser. 
•  Der Graph geht durch die Punkte   und   und   .  

5.4     Eigenschaften von Potenzfunktionen mit negativen 
 ganzzahligen Exponenten 

 Auch eine Potenzfunktion mit negativen Exponenten   kann man durch einen Vor-
faktor    strecken, stauchen und an der x-Achse spiegeln. Der Graph einer Funk-
tion   ist gegenüber dem Graphen von  

•   gestreckt, wenn   , 

•  gestaucht, wenn   , und 

•  zusätzlich an der x-Achse gespiegelt, wenn   .  

 Wir tragen die wichtigsten Eigenschaften für Potenzfunktionen mit negativen ganzzahli-
gen Exponenten zusammen: 

  Eigenschaften von Potenzfunktionen mit negativen ganzzahligen Exponenten   

Für jede Potenzfunktion   mit   gilt: 

•   Sie ist für alle reellen Zahlen ohne die Null defi niert, der Defi nitionsbereich ist   .  

 Ist   gerade, so gilt: 

•   Die Funktionswerte sind immer positiv. Der Wertebereich umfasst alle positiven reel-
len Zahlen:   . 

•  Es ist   für alle  .  Der Graph der Funktion ist  achsensymmetrisch  zur 
y-Achse.  
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5 Welche Eigenschaften haben Potenzfunktionen mit negativen ganzzahligen Exponenten? 

 Ist   ungerade, so gilt: 

•   Der Wertebereich umfasst alle reellen Zahlen ohne die null:   . 
•  Es ist   für alle  .  Der Graph der Funktion ist  punktsymmetrisch  zum 

 Ursprung   .  

 Der Graph der Potenzfunktion   ist gegenüber dem Graphen von  

• gestreckt,  falls   , 

• gestaucht,  falls   , und 

•  an der x-Achse  gespiegelt,  falls   .   

 Ordnen Sie die Funktionsterme   ,   ,   und
   den Graphen zu. 

x

y

O

1

2

−2−3−4 2 3 4 5

 Ordnen Sie die Funktionsterme   ,   ,   und
   den Graphen zu. 

x

y

1O

1

2

3

4

−3−4 3 4 5
−1

−2

Aufgabe 26 
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6 Wie sieht der Graph einer Wurzelfunktion aus? 

  Daraus erhalten wir den Graphen der Quadratwurzelfunktion  :

x

y

1O

1

2

3

−1 2 3 4 5 6 7 8 9

f(x) =   x

  Wir stellen fest: 

•   Der Graph beginnt im Ursprung   . 
•  Der Wertebereich ist   . 

•  Die Funktion ist monoton wachsend.  

6.2     Die Quadratwurzelfunktion als Umkehrung der 
 Quadratfunktion 

 Quadrieren wir die Zahl   , so erhalten wir   . Durch Wurzelziehen können wir diese 

Operation wieder rückgängig machen:   . Das Wurzelziehen macht also das Quad-

rieren einer positiven Zahl rückgängig und umgekehrt: 

Wurzel ziehen:  9

Quadrieren: 3 2

3 9

  Das funktioniert aber nur bei nichtnegativen Zahlen. Quadrieren wir die Zahl   , so erhal-
ten wir   . Durch Wurzelziehen können wir diese Operation nicht rückgängig ma-

chen:   . Wir schränken deshalb unsere Betrachtungsweise auf Zahlen   mit 

 ein. 

 Wenn wir bei einer nichtnegativen Zahl Quadrieren und Wurzelziehen hintereinander aus-
führen, bekommen wir als Ergebnis die ursprüngliche Zahl, unabhängig von der Reihen-
folge. Zum Beispiel bei der Zahl   : 

 Quadrieren und Wurzelziehen sind daher  Umkehroperationen. Bei den zugehörigen Funk-

tionen, der Quadratfunktion   und der Quadratwurzelfunktion  ,  spricht 

man von  Umkehrfunktionen. Und wie verhalten sich die Graphen von Umkehrfunk tionen? 
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44 Funktionen mit Tiefgang: Potenzen, Wurzeln und Polynome

6 Wie sieht der Graph einer Wurzelfunktion aus? 

 Der Punkt   liegt auf dem Graphen von   . Der Punkt   mit vertausch-

ten Koordinaten liegt auf dem Graphen von  .  Dies ist kein Zufall, sondern gilt all-

gemein: Liegt   auf dem Graphen von   , so liegt   auf dem Graphen 

von  .  Wir schauen uns an, was das Vertauschen der Koordinaten geometrisch 

bedeutet: 

x

y

1O

1

2

3

4

5

6

7

8

−1 2 3 4 5 6 7 8
−1

f(x) = x2

y = x

P ' (b|a)
Q' (4|2)

Q (2|4)

P (a|b)

g(x) =   x

  Wir sehen, dass das Vertauschen der Koordinaten eine  Spiegelung  an der eingezeichne-
ten Gerade   bedeutet. Diese Gerade nennt man  erste Winkelhalbierende,  weil sie 
die Winkelhalbierende der beiden Koordinatenachsen im I. Quadranten ist. Das  Vertau-
schen  von x- und y-Koordinaten entspricht also der  Spiegelung an der ersten Winkel-
halbierenden.

 Das bedeutet, den Graphen der Quadratwurzelfunktion erhält man durch Spiegelung der 
auf   eingeschränkten Quadratfunktion: 

 Wir fassen zusammen: 

  Quadratwurzelfunktion und Quadratfunktion sind Umkehrfunktionen 

 Die Quadratwurzelfunktion 

 ist die  Umkehrfunktion der auf   eingeschränkten Quadratfunktion: 

 Die beiden Graphen von   und   gehen durch  Spiegelung  an der  ersten Winkelhalbie-
renden,  der Geraden  ,  auseinander hervor. 
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73Funktionen mit Tiefgang: Potenzen, Wurzeln und Polynome

11  Welche Eigenschaften besitzen Polynomfunktionen?﻿

11	 Welche Eigenschaften besitzen Polynom
funktionen?

Sie sehen den Graphen einer Polynomfunktion:
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y

1O

1

2

3

4

5

6

−1−2−3−4 2 3 4 5
−1

−2

a)	 Wo befinden sich die Hoch- und Tiefpunkte? Lesen Sie die Koordinaten am Graphen ab.

b)	 Was ist der grösste Funktionswert der Funktion und wo befindet er sich?

c)	 Was ist der kleinste Funktionswert und wo befindet er sich?

d)	 Erkennen Sie am Graphen eine Symmetrie?
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11 Welche Eigenschaften besitzen Polynom funktionen? 

☐  Ist   eine Nullstelle einer geraden Funktion, so ist   auch eine 

Nullstelle der Funktion. 

☐  Ist   eine Nullstelle einer ungeraden Funktion, so ist   auch eine 

Nullstelle der Funktion. 

☐  Ist   Hochpunkt einer ungeraden Funktion, so ist   auch ein 
Hochpunkt. 

11.3     Verhalten im Unendlichen 

 Wir betrachten den Graphen der Polynomfunktion   : 

x

y
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7

−1−2−4−5−6 2 3 4 5 6 7 8
−1

−2

f(x) = 0.005x4 − 0.1x3 + 0.05x2 + 2x + 2

  Nach links steigt der Graph nach oben und nach rechts fällt er steil nach unten. Man 
könnte vermuten, dass der Graph nach rechts (also für immer grössere x-Werte) immer 
weiter nach unten fällt und nach links (also für immer kleinere x-Werte) immer weiter 
nach oben steigt. Wir zoomen den Ausschnitt heraus: 

x

y

10−10−20−30−40 20 30 40 50 60
−10

−20

−30

−40 T

f(x) = 0.005x4 − 0.1x3 + 0.05x2 + 2x + 2

  Wir sehen jetzt, dass der Graph weiter rechts, bei ungefähr   , einen weiteren 
Tiefpunkt besitzt und danach steil nach oben steigt. Aber auch hier sehen wir nur einen 
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11 Welche Eigenschaften besitzen Polynom funktionen? 

Ausschnitt und wissen nicht, ob der Graph nach links und nach rechts immer weiter nach 
oben geht. Um das zu erfahren, untersuchen wir das  Verhalten im Unendlichen.
 Das «Verhalten im Unendlichen» gibt an, wie sich der Graph einer Funktion verhält, wenn 
die x-Werte gegen unendlich (positiv oder negativ) streben. Wir wollen also wissen, was 
mit den Funktionswerten passiert, wenn die Variable   extrem grosse oder extrem kleine 
Werte annimmt. 

 Wenn wir bei der Polynomfunktion   sehr grosse Zah-
len eingeben, so liefert das erste Glied   irgendwann den Hauptbeitrag zum Funk-
tionswert   und die Glieder mit kleineren Potenzen spielen (anteilmässig) immer weni-
ger eine Rolle. Das sehen wir, wenn wir   und   für grosse x-Werte  vergleichen: 

  Die relative Abweichung wird für noch grössere x-Werte immer kleiner werden. Das  Gleiche 
gilt auch für extrem kleine Werte: 

  Das bedeutet, die Polynomfunktion   verhält sich  im 

Unendlichen wie das Glied   : 

• Verhalten für unendlich grosse Zahlen:  Setzen wir in   eine sehr grosse Zahl 
ein, so bleibt der Wert positiv. Wenn wir immer grössere Zahlen einsetzen, werden wir 
immer grössere Werte erhalten. Wir sagen: «Für   gegen unendlich streben die Funk-
tionswerte gegen unendlich.» Und schreiben: «   » 

• Verhalten für unendlich kleine Zahlen:  Setzen wir in   eine sehr kleine (nega-
tive) Zahl ein, so ist der Wert positiv, da der Exponent gerade ist. Wenn wir immer klei-
nere Zahlen einsetzen, werden wir immer grössere Werte erhalten. Wir sagen: «Für 

 gegen minus unendlich streben die Funktionswerte gegen unendlich.» Und schrei-
ben: «   »  

 Für den Graphen bedeutet   Für den Graphen bedeutet   und   , dass er sowohl für immer 

grösser als auch für immer kleiner werdende x-Werte unendlich weit nach oben geht. 

 Untersuchen wir nun die Funktion   . Auch hier entscheidet das 

Glied mit der grössten Potenz, also   , über das Verhalten im Unendlichen:  

• Verhalten für unendlich grosse Zahlen:  Setzen wir in   eine sehr grosse Zahl ein, 
so wird der Wert wegen des negativen Leitkoeffi  zienten   negativ. Wenn wir immer 
grössere Zahlen einsetzen, werden wir immer kleinere Funktionswerte erhalten. Für   

 gegen unendlich streben die Funktionswerte gegen minus unendlich:   . 
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112 Funktionen mit Tiefgang: Potenzen, Wurzeln und Polynome

Lösungen zu den Aufgaben

a)     Wertetabelle: 

b)       Grafi k: 

x

y

1O

1

2

3

4

5

6

−1−2−3 2 3 4
−1

−2

−3

−4

−5

f(x) = x2

g(x) = x3

h(x) = x4

c)       Alle drei Graphen gehen durch den Ursprung   und durch den Punkt   . 

d)      Die beiden Graphen von   und   sind achsensymmetrisch zur y-Achse. Der Graph von 
 ist punktsymmetrisch zum Ursprung. 

 Blauer Graph:   ; brauner Graph:   ; lila Graph:   ; grüner Graph: 
 . 

 Grüner Graph:   ; blauer Graph:   ; oranger Graph:   ; lila Graph: 
 . 

a)     Die Aussage ist falsch, dies gilt nur für Graphen einer Potenzfunktion   mit un-
geradem  .

b)      Die Aussage ist falsch, beim Vorfaktor geht es nicht um gerade oder ungerade. Der 
Graph ist gespiegelt, wenn der Vorfaktor negativ ist. 

c)      Die Aussage ist wahr. Da der Graph von  ,  mit   ungerade, monoton steigend 
ist, ist der gespiegelte Graph monoton fallend. 

d)      Die Aussage ist wahr und gilt auch für   . Da der Graph von  ,  mit   gerade, 
achsensymmetrisch ist, ist auch der gestreckte und gespiegelte Graph achsensymme-
trisch. 

e)      Die Aussage ist falsch. Die Aussage gilt nur für gerades  .  Für ungerades   liegt der 
Graph von   im negativen Bereich unterhalb  .

Aufgabe 17
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