


























36 Gemeinsame Lösungen: lineare Gleichungssysteme

3 Wie löst man ein lineares Gleichungssystem? 

Wählen Sie selbst ein geeignetes Verfahren, um die folgenden linearen Gleichungs systeme 
zu lösen. 

a) 

b) 

                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              

3.6     Die drei Arten von Lösungsmengen 

 Wenn Sie ein Gleichungssystem mit einem rechnerischen Verfahren lösen, dann erhalten 
Sie den Schnittpunkt   der beiden zugehörigen Geraden. Die Lösungsmenge besteht 
dann aus einem Zahlenpaar:   . 

 Aber was passiert, wenn das Gleichungssystem keine eindeutige Lösung besitzt? Dazu 
schauen wir uns ein solches Gleichungssystem an: 

Aufgabe 23 

c) 

d) 
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4 Wie werden lineare Gleichungssysteme  angewendet? 

4      Wie werden lineare Gleichungssysteme 
 angewendet? 

Werktags starten gleichzeitig ein Güterzug von Basel nach Delémont (Streckenlänge 40 km) 
sowie ein Personenzug von Delémont nach Basel. Sie kreuzen sich fahrplanmässig nach 
20 Minuten. Nehmen Sie an, dass der Personenzug und der Güterzug mit den konstanten 
Geschwindigkeiten   und   fahren. 

Basel Delémont

vP   tvG   t

40 km

a)      Drücken Sie die Gesamtstrecke Basel–Delémont mit einer Gleichung mit den Unbe-
kannten   und   aus. 

b)      Wegen einer technischen Störung in Basel verlässt der Güterzug Basel mit 5 Minuten 
Verspätung. Dadurch kreuzt der Güterzug den Personenzug bereits 17 Minuten nach 
seiner Abfahrt in Basel. Drücken Sie die Gesamtstrecke Basel–Delémont mit einer Glei-
chung mit   und   aus, wenn sich die Züge aufgrund der technischen Störung spä-

ter kreuzen. 

c)      Lösen Sie das lineare Gleichungssystem, bestehend aus den beiden Gleichungen aus 
a) und b). Mit welchen Geschwindigkeiten sind die beiden Züge unterwegs? 
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4 Wie werden lineare Gleichungssysteme  angewendet? 

4.2     Geometrische Anwendungen 

 Bei Aufgaben aus der Geometrie   ist es sehr oft empfehlenswert, sich den Sachverhalt durch 
eine Skizze klarzumachen. 

 Beispiel: 

  In einem gleichschenkligen Dreieck mit einem Umfang von 34 dm ist die Basis um 5 dm 
kürzer als je einer der Schenkel. Wie lang ist die Basis und wie lang ein Schenkel? 

 Sachverhalt durch Skizze klären: 

x x

y

  Variablen einführen: Wir bezeichnen, wie in der Skizze, die Länge der Schenkel mit   und 
die Länge der Basis mit   . 

 Gleichungen aufstellen: Da der Umfang gleich der Summe der Seiten ist, erhalten wir die 
erste Gleichung   . Die zweite Gleichung ergibt sich aus der Diff erenz der Längen 
von Basis und Schenkel:   . 

 Gleichungssystem lösen: 

 Antwortsatz formulieren: Die Basis misst 8 dm, ein Schenkel 13 dm. Le
se
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4 Wie werden lineare Gleichungssysteme  angewendet? 

4.4     Mischaufgaben 

 Bei Mischaufgaben werden zwei Lösungen mit unterschiedlichen Anteilen eines bestimm-
ten Inhaltstoff s, z. B. Säure oder Alkohol, zusammengegossen, um eine Mischung von vor-
gegebener Menge und Konzentration zu erhalten. Um den Sachverhalt zu klären, kann es 
hier hilfreich sein, die im Text gegebenen Informationen in einer Tabelle zusammenzufassen. 

 Beispiel: 

  In der Priola-Apotheke in Andermatt hat es 30%ige und 50%ige Salzlösung vorrätig. Ein 
Kunde möchte gern 8 Liter einer 45%igen Salzlösung kaufen. Wie viele Liter der 30%igen 
und der 50%igen Lösung müssen gemischt werden? 

 Variable einführen und Sachverhalt klären: Wir führen die Variablen   (Menge der 30%igen 
Lösung) und   (Menge der 50%igen Lösung) ein und fassen die Informationen in einer 
 Tabelle zusammen. 

 Menge in Litern 
 Salzkonzentration 

in % 
 Menge an Salz in 

Litern 

 30%ige Lösung  x  30 

 50%ige Lösung  y  50 

 Mischung  8  45 

    Gleichungen aufstellen: Die Gesamtmenge der Mischung besteht aus den beiden Teilmen-
gen der Lösungen, also:   . Die Gesamtmenge an Salz in der Mischung besteht aus 

den beiden Teilmengen an Salz in den Lösungen, also:   . 

 Gleichungssystem lösen: 

 Antwortsatz: Somit müssen 2 Liter der 30%igen Lösung mit 6 Liter der 50%igen Lösung ge-
mischt werden, um die gewünschte Menge von 8 Litern der 45%igen Salzlösung zu erhalten. 
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4 Wie werden lineare Gleichungssysteme  angewendet? 

6 Liter einer Alkohollösung A und 3 Liter einer Alkohollösung B ergeben in der Mischung 
eine 30%-Alkohollösung. Da in der Drogerie aber nur noch 4 Liter der Alkohollösung A ver-
handen sind, dürfen auch nur 2 Liter der Alkohollösung B dazugemischt werden, damit 
sich die Konzentration gegenüber der Mischung mit 6 Liter A und 3 Liter B nicht ändert. 
Bestimmen Sie die Konzentration an Alkohol in den Lösungen A und B. 

                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                                  
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              
                                                                                                                                                                              

4.5     Bewegungsaufgaben 

 Die Lösung einer Bewegungsaufgabe führt auf ein lineares Gleichungssystem mit zwei 
Gleichungen, wenn zwei Strecken, zwei Objekte oder zwei Geschwindigkeiten statt nur ei-
ner im Spiel sind. Typische Bewegungsaufgaben sind Kreuzungsprobleme wie in der Ein-
stiegsaufgabe, wenn sich zwei Personen oder Objekte aufeinander zubewegen. Ein anderer 
Aufgabentyp ist der, wenn eine gegebene Strecke mit verschiedenen Geschwindigkeiten 
abgefahren wird.  

 Beispiele: 

  Joanna trainiert zweimal in der Woche auf ihrem Rennvelo. Sie kommt in zwei Trainingsab-
schnitten insgesamt auf eine Totaldistanz von 98 km. Im ersten Training beträgt ihre durch-
schnittliche Geschwindigkeit 25 km/h. Das zweite Training ist 30 Minuten kürzer, dafür ist 
ihre Durchschnittsgeschwindigkeit 7 km/h höher. Wie lang dauern Joannas Velo-Trainings? 

   Sachverhalt klären und Variabeln einführen: Wir fassen die Informationen in einer Tabelle 
zusammen. Die Formel für die Strecke lautet   . Achten Sie immer auf die gleiche 
Mass einheit. 

 Geschwindigkeit 
in km/h 

 Zeit in h  Strecke in km 

 1. Training  25 

 2. Training  32 

Aufgabe 31 
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5 Drei Gleichungen, drei Variablen – geht das auch? 

5      Drei Gleichungen, drei Variablen – geht das auch? 

Loredana ist mittlerweile erwachsen und in der Lehre zur Damenschneiderin. Sie zieht mit 
ihrem Freund Levin zusammen und mit ihrem ersten Lehrlingslohn will sie für 260 Franken 
Kissen fürs Sofa (20 Franken pro Stück), Bilder (16 Franken pro Stück) und Blumentöpfe 
(12 Franken pro Stück) für die Wohnungseinrichtung kaufen. Einmal mehr kann sie sich 
nicht entscheiden, wie sie den Geldbetrag aufteilen soll. Ihr Freund Levin meint, sie solle 
gleich viele Bilder wie Blumentöpfe kaufen, das sähe harmonisch aus; aber insgesamt solle 
sie nur 16 Sachen kaufen, um die Wohnung nicht zu überfüllen. Wie kaufen Loredana und 
Levin ein, wenn die 260 Franken vollständig ausgegeben werden? 

a)     Sei   die Anzahl der gekauften Kissen,   die Anzahl der gekauften Bilder und   die An-
zahl der gekauften Blumentöpfe. Stellen Sie mit diesen drei Variablen drei Gleichun-
gen auf, die Sie aus dem Text oben entnehmen können. 

b)      Eine der drei Gleichungen lautet   . Sie können also in den beiden anderen Gleichun-
gen   durch   ersetzen. Stellen Sie so ein lineares Gleichungssystem mit zwei Glei-
chungen und zwei Unbekannten   und   auf. Lösen Sie das Gleichungssystem. 

c)      Bestimmen Sie nun auch die Unbekannte   , und damit die vollständige Lösung von 
Loredanas und Levins Wohnungs-Einrichtungskauf.      
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5 Drei Gleichungen, drei Variablen – geht das auch? 

5.1    m×n-Gleichungssysteme 

 Ein lineares Gleichungssystem mit zwei Gleichungen und zwei Unbekannten nennt man 
ein lineares 2×2-Gleichungssystem. Ein lineares Gleichungssystem mit zwei Gleichungen 
und vier Unbekannten nennt man ein lineares 2×4-Gleichungssystem, wie z.B.: 

 Dieses lässt sich, analog einer linearen Gleichung mit zwei Unbekannten, nicht eindeu-
tig lösen. 

 Das Gleichungssystem 

 besitzt drei Gleichungen und zwei Unbekannte. Man nennt es daher ein lineares 
 3×2-Gleichungssystem. Dieses System ist überbestimmt: Aus zwei Gleichungen kann man 
die Lösung   bestimmen, was aber auch die dritte Gleichung erfüllen muss.  

 Allgemein halten wir fest: 

  Lineares m×n-Gleichungssystem 

 Ein lineares Gleichungssystem mit    Gleichungen und    Variablen nennt man lineares 
m×n-Gleichungssystem.

5.2      Lineare Gleichungssysteme mit drei Gleichungen und 
drei Variablen 

 Bei der Lösung der Einstiegsaufgabe führten wir erst drei Variablen   ,   ,   ein und stellten 
dann drei lineare Gleichungen auf: 

• 

• 

• 

 Schreiben wir die drei Gleichungen in  Standardform,  links die Variablen und rechts die 
reine Zahl, so erhalten wir dieses lineare 3×3-Gleichungssystem: 

 Bei einem linearen 2×2-System ist ein Zahlenpaar   , das beide Gleichungen erfüllt, eine 
Lösung. Analog dazu ist bei drei Variablen ein  Zahlentripel      , das alle Gleichungen 
erfüllt, eine Lösung des Gleichungssystems – in unserem Fall:   . 
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6 Wie löst man Gleichungssysteme mit Parametern? 

6.2     Abhängigkeit der Lösungsmenge von den Parametern 

 Ein lineares Gleichungssystem kann eine eindeutige Lösung, keine Lösung oder unendlich 
viele Lösungen besitzen. Enthält das System einen oder mehrere Parameter, so kann die 
Art der Lösungsmenge von den Parameterwerten abhängen. 

 Wir zeigen das am folgenden linearen Gleichungssystem mit den Parametern   und   : 

 Zur Lösung benutzen wir das Additionsverfahren: 

 Nun müssten wir durch   dividieren, um nach   aufzulösen. Diese Division ist aber nur 
erlaubt, wenn   ist. Das heisst, wir müssen unterschiedliche Fälle für den Parame-
ter   betrachten. 

Fall 1:   

 In diesem Fall können wir die Division durchführen und nach   bzw.   aufl ösen. 

 Sind unsere Parameter   und   gegeben, dann können wir für den Fall, dass   ist, die 
Parameter also direkt in die errechneten Formeln für   und   einsetzen. 

Fall 2:   

 In diesem Fall können wir die Division bei der Gleichung  

 nicht durchführen. Wir können aber den Parameterwert   einsetzen und erhalten in die-
sem Fall: 
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Lösungen zu den Aufgaben

a)    Loredana kann für 10 Franken die Anzahl Kinder-Überraschungseier und Schleckstän-
gel auf vier verschiedene Arten kombinieren. 

 Anzahl 
 Überraschungseier 

 Anzahl 
Schleckstängel 

 Gesamtkosten 
in Franken 

 0  10 

 2  7 

 4  4 

 6  1 

b) 

c) 

a) 

b) 

c) 

d) 

a)  ; Beispiellösungen:   oder  

b)  ; Beispiellösungen in dm:   oder  

c)  ; Beispiellösungen:   oder  

a)    Beispiellösungen:   und  

b) 

x

y

1
O

1

2

−1−2 2 3 4 6 7 8 9
−1

−2

−3

−4

(9|1)

(6.5|0)

(4|−1)

(−1|−3)

c)       Beispiellösungen:   und  

Aufgabe 1

Aufgabe 2

Aufgabe 3

Aufgabe 4

 Lösungen zu den Aufgaben
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84 Gemeinsame Lösungen: lineare Gleichungssysteme

Lösungen zu den Aufgaben

a)    Die lineare Gleichung mit zwei Unbekannten lässt sich zu   und   um-
formen. Da   jede beliebige Zahl sein kann, sind alle Zahlenpaare   Lösungen, 
wobei   beliebig gewählt werden kann. Grafi sch liegen alle Lösungen auf einer Paral-
lelen zur y-Achse durch den Punkt   . 

b)      Die lineare Gleichung lässt sich zu   und   umformen. Da   jede beliebige 

Zahl sein kann, sind alle Zahlenpaare   Lösungen. Grafi sch liegen alle Lösungen 

auf einer Parallelen zur x-Achse durch den Punkt   . 

Die blaue Gerade erfüllt   . Eine mögliche lineare Gleichung mit zwei Unbekannten, 

die   als Lösung hat, wäre   . Jedes Vielfache dieser Gleichung wäre auch 

möglich, wie   . 

 Die grüne Gerade erfüllt   . Eine mögliche lineare Gleichung mit zwei Unbekannten, die 
 als Lösung hat, wäre   . Jedes Vielfache dieser Gleichung wäre auch  möglich, 

wie   . 

a)  in die Gleichung einsetzen: 

 Das ergibt das Zahlenpaar   . 

b)  in die Gleichung einsetzen: 

 Das ergibt das Zahlenpaar   . 

a)    Wir wählen jeweils zwei ganzzahlige (geschickte) Werte für   , sodass   auch ganzzah-
lig wird, setzen die x-Werte in die Gleichung ein und berechnen daraus den y-Wert wie 
in den folgenden Beispiellösungen. 

 Wir setzen   in die Gleichung ein: 

 Eine Lösung ist also   . 

Aufgabe 5
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94 Gemeinsame Lösungen: lineare Gleichungssysteme

Lösungen zu den Aufgaben

a)    Die zweite Gleichung ist bereits nach   aufgelöst, sodass wir das Einsetzungsverfah-
ren wählen. 

b)      Da die Koeffi  zienten von   Vielfache voneinander sind, multiplizieren wir die zweite 
Gleichung mit −3 und addieren die Gleichungen. 

Aufgabe 23
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102 Gemeinsame Lösungen: lineare Gleichungssysteme

Lösungen zu den Aufgaben

 Wir lösen das vereinfachte Gleichungssystem mit dem Additionsverfahren. 

 Die Bank gewährt einen Zinssatz von 1.5%, die Versicherung einen solchen von 4%. 

Wir fassen die im Text gegebene Information in einer Tabelle zusammen: 

 Menge in Litern  Alkoholanteil in % 
 Menge an Alkohol 

in Litern 

 Lösung A  6 bzw. 4 

 Lösung B  3 bzw. 2 

 Mischung  9 bzw. 6  30 

  Die Gesamtmenge an Alkohol in beiden Mischungen besteht aus den beiden Teilmengen 

an Alkohol in den Lösungen. Das ergibt die beiden Gleichungen  

und   . 

Aufgabe 31
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103Gemeinsame Lösungen: lineare Gleichungssysteme

Lösungen zu den Aufgaben

 Das lineare Gleichungssystem lösen wir mit dem Additionsverfahren: 

 Wir bekommen eine allgemeingültige Gleichung. Das heisst, es kann nicht eindeutig er-
mittelt werden, wie sich die Konzentrationen zusammensetzen. Es gibt mehrere Möglich-
keiten, z. B.:   und   oder auch   und   . Das liegt daran, dass sich 

die Anteile der zweiten Mischung aus der ersten Mischung ergeben haben. Und somit die 
zweite Gleichung nur ein Vielfaches der ersten ist. 

Bezeichnen wir mit   die Eigengeschwindigkeit des Flugzeugs und mit   die Windgeschwin-
digkeit, können wir mithilfe der Formel   das Gleichungssystem für die Gesamtstre-
cke bei Hin- und Rückfl ug aufstellen; dabei beachten wir, dass die Zeit nur in Stunden 
 gemessen wird: 

 In der ersten Gleichung, dem Hinfl ug, ist die Eigengeschwindigkeit   des Flugzeugs um 
die Windgeschwindigkeit   vergrössert, beim Rückfl ug in der zweiten Gleichung dement-
sprechend verkleinert. Wir lösen das Gleichungssystem mit dem Additionsverfahren: 

 Der Ambulanz-Jet hat eine Eigengeschwindigkeit von 540 km/h und der Wind bläst mit 
60 km/h. 

Aufgabe 32
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Lösungen zu den Aufgaben

a)    Die Gleichungen ergeben sich durch: 

•   Gesamtkosten gleich 260:  
•  Anzahl Bilder gleich der Anzahl Blumentöpfe:  
•  Anzahl insgesamt gleich 16:  

b)      Ersetzen von   durch   in den Gleichungen   und    ergibt 
das Gleichungssystem: 

c)      Mit   und   folgt, dass auch   ist. Somit kaufen Loredana und Levin 6  Kissen, 
5 Bilder und 5 Blumentöpfe. 

a)    Wir lösen die erste Gleichung nach   auf und setzen dieses dann in die zweite und die 
dritte Gleichung ein. 

 Die Lösung ist   . 

Aufgabe 41
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