






































36 Gemeinsame Losungen: lineare Gleichungssysteme
3 Wie Iost man ein lineares Gleichungssystem?

Aufgabe 23 Wabhlen Sie selbst ein geeignetes Verfahren, um die folgenden linearen Gleichungssysteme
zu losen.
a) I dx+3y = -2 c) L 2r = y+14
II: =4 = ¥ II:  x+3y = 0
1 5
b) L ?X_EJ" =-2 d L x+Ty = -5
11 ] I 5x=3y = 8§
In r+ -y =3

3.6 Die drei Arten von Losungsmengen

Wenn Sie ein Gleichungssystem mit einem rechnerischen Verfahren 16sen, dann erhalten
Sie den Schnittpunkt (x|y} der beiden zugehdrigen Geraden. Die Lésungsmenge besteht
dann aus einem Zahlenpaar: L = {{x|v}}.

Aber was passiert, wenn das Gleichungssystem keine eindeutige Losung besitzt? Dazu
schauen wir uns ein solches Gleichungssystem an:

I: 2x—6y = 8
I: x = 3y+4
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4 Wie werden lineare Gleichungssysteme
angewendet?
Aufgabe 27 Werktags starten gleichzeitig ein Glterzug von Basel nach Delémont (Streckenlange 40 km)

sowie ein Personenzug von Delémont nach Basel. Sie kreuzen sich fahrplanmaéssig nach
20 Minuten. Nehmen Sie an, dass der Personenzug und der Glterzug mit den konstanten
Geschwindigkeiten vy und Ve fahren.

40 km

Basel Delémont

Y
A

a) Drucken Sie die Gesamtstrecke Basel-Delémont mit einer Gleichung mit den Unbe-
kannten v, und v aus.

b) Wegen einer technischen Storung in Basel verlasst der Glterzug Basel mit 5 Minuten
Verspatung. Dadurch kreuzt der Guterzug den Personenzug bereits 17 Minuten nach
seiner Abfahrt in Basel. Driicken Sie die Gesamtstrecke Basel-Delémont mit einer Glei-
chung mit Vo und v aus, wenn sich die Zuge aufgrund der technischen Stérung spa-

ter kreuzen.

c) Losen Sie das lineare Gleichungssystem, bestehend aus den beiden Gleichungen aus
a) und b). Mit welchen Geschwindigkeiten sind die beiden Ziige unterwegs?
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4 Wie werden lineare Gleichungssysteme angewendet?

4.2 Geometrische Anwendungen

Bei Aufgaben aus der Geometrie ist es sehr oft empfehlenswert, sich den Sachverhalt durch
eine Skizze klarzumachen.

Beispiel:

In einem gleichschenkligen Dreieck mit einem Umfang von 34dm ist die Basis um 5dm
kirzer als je einer der Schenkel. Wie lang ist die Basis und wie lang ein Schenkel?

Sachverhalt durch Skizze klaren:

y
Variablen einflihren: Wir bezeichnen, wie in der Skizze, die Lange der Schenkel mit x und
die Lange der Basis mit y.

Gleichungen aufstellen: Da der Umfang gleich der Summe der Seiten ist, erhalten wir die
erste Gleichung 2x + ¥ =34. Die zweite Gleichung ergibt sich aus der Differenz der Langen
von Basis und Schenkel: y +5 =x.

Gleichungssystem lésen:

£

L: ety =
II: y+5 =
Mink 2Ay+5)+y =
¥y +10+y =

Ix+10 =

3y =

- i B <
o
S

-].’ -_
yinII: 8+5 =

|TU

=

Antwortsatz formulieren: Die Basis misst 8dm, ein Schenkel 13dm.

43



46 Gemeinsame Losungen: lineare Gleichungssysteme
4 Wie werden lineare Gleichungssysteme angewendet?

4.4 Mischaufgaben

Bei Mischaufgaben werden zwei Losungen mit unterschiedlichen Anteilen eines bestimm-
ten Inhaltstoffs, z. B. Saure oder Alkohol, zusammengegossen, um eine Mischung von vor-
gegebener Menge und Konzentration zu erhalten. Um den Sachverhalt zu klaren, kann es
hier hilfreich sein, die im Text gegebenen Informationen in einer Tabelle zusammenzufassen.

Beispiel:

In der Priola-Apotheke in Andermatt hat es 30%ige und 50%ige Salzlésung vorratig. Ein
Kunde mochte gern 8 Liter einer 45%igen Salzlosung kaufen. Wie viele Liter der 30%igen
und der 50%igen Losung miissen gemischt werden?

Variable einflihren und Sachverhalt klaren: Wir fihren die Variablen x (Menge der 30%igen
Losung) und y (Menge der 50%igen Losung) ein und fassen die Informationen in einer
Tabelle zusammen.

.. Salzkonzentration | Menge an Salz in
Menge in Litern . .

in % Litern
30

30%ige Losung X 30 ——o5
100
50%ige L6 50 20

ige Losun =0

olg g y 100 y
45

Mischung 8 45 —-8
100

Gleichungen aufstellen: Die Gesamtmenge der Mischung besteht aus den beiden Teilmen-
gen der Losungen, also: x +y =238. Die Gesamtmenge an Salz in der Mischung besteht aus

30 50 45
den beiden Teilmengen an Salz in den Losungen, also: 100 x+ 100 "y = 100 :
Gleichungssystem losen:

L: t+y = 8 |-x
30 50 360
7 100 “ 00 Y T 00 10
L y = 8-x
IL: Ix+5y = 36
TinIT: 3x+3(8-x) = 36 ITU
3x+40-5x = 36
40-2x = 36 | =40
—2x = —4 |:(-2)
&
in I: y = §-2=06

Antwortsatz: Somit mussen 2 Liter der 30%igen Losung mit 6 Liter der 50%igen Losung ge-
mischt werden, um die gewtinschte Menge von 8 Litern der 45%igen Salzlosung zu erhalten.
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Aufgabe 31 6 Liter einer Alkohollosung A und 3 Liter einer Alkohollésung B ergeben in der Mischung
eine 30%-Alkoholldsung. Da in der Drogerie aber nur noch 4 Liter der Alkohollosung A ver-
handen sind, dirfen auch nur 2 Liter der Alkoholldsung B dazugemischt werden, damit
sich die Konzentration gegenlber der Mischung mit 6 Liter A und 3 Liter B nicht andert.
Bestimmen Sie die Konzentration an Alkohol in den Losungen A und B.

4.5 Bewegungsaufgaben

Die Losung einer Bewegungsaufgabe flihrt auf ein lineares Gleichungssystem mit zwei
Gleichungen, wenn zwei Strecken, zwei Objekte oder zwei Geschwindigkeiten statt nur ei-
ner im Spiel sind. Typische Bewegungsaufgaben sind Kreuzungsprobleme wie in der Ein-
stiegsaufgabe, wenn sich zwei Personen oder Objekte aufeinander zubewegen. Ein anderer
Aufgabentyp ist der, wenn eine gegebene Strecke mit verschiedenen Geschwindigkeiten
abgefahren wird.

Beispiele:

Joanna trainiert zweimal in der Woche auf ihrem Rennvelo. Sie kommt in zwei Trainingsab-
schnitten insgesamt auf eine Totaldistanz von 98 km. Im ersten Training betragt ihre durch-
schnittliche Geschwindigkeit 25 km/h. Das zweite Training ist 30 Minuten kulrzer, dafur ist
ihre Durchschnittsgeschwindigkeit 7km/h hoher. Wie lang dauern Joannas Velo-Trainings?

Sachverhalt klaren und Variabeln einfiihren: Wir fassen die Informationen in einer Tabelle
zusammen. Die Formel fur die Strecke lautet s =v 7. Achten Sie immer auf die gleiche

Masseinheit.
Gesc_hwmdlgkelt Zeitin h Strecke in km
in km/h
1. Training 25 “ 251
2. Training 32 L, 321,
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5 Drei Gleichungen, drei Variablen - geht das auch?

Aufgabe 41

Loredana ist mittlerweile erwachsen und in der Lehre zur Damenschneiderin. Sie zieht mit
ihrem Freund Levin zusammen und mit ihrem ersten Lehrlingslohn will sie fir 260 Franken
Kissen flirs Sofa (20 Franken pro Stuck), Bilder (16 Franken pro Stlick) und Blumentopfe
(12 Franken pro Stlck) fir die Wohnungseinrichtung kaufen. Einmal mehr kann sie sich
nicht entscheiden, wie sie den Geldbetrag aufteilen soll. Ihr Freund Levin meint, sie solle
gleich viele Bilder wie Blumentopfe kaufen, das sahe harmonisch aus; aber insgesamt solle
sie nur 16 Sachen kaufen, um die Wohnung nicht zu tberfullen. Wie kaufen Loredana und
Levin ein, wenn die 260 Franken vollstandig ausgegeben werden?

a) Seix die Anzahl der gekauften Kissen, y die Anzahl der gekauften Bilder und z die An-
zahl der gekauften Blumentopfe. Stellen Sie mit diesen drei Variablen drei Gleichun-
gen auf, die Sie aus dem Text oben entnehmen konnen.

b) Eine der drei Gleichungen lautet y = z. Sie konnen also in den beiden anderen Gleichun-
gen z durch y ersetzen. Stellen Sie so ein lineares Gleichungssystem mit zwei Glei-
chungen und zwei Unbekannten x und y auf. Losen Sie das Gleichungssystem.

c) Bestimmen Sie nun auch die Unbekannte z, und damit die vollstandige Losung von
Loredanas und Levins Wohnungs-Einrichtungskauf.
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5.1 mxn-Gleichungssysteme

Ein lineares Gleichungssystem mit zwei Gleichungen und zwei Unbekannten nennt man
ein lineares 2x2-Gleichungssystem. Ein lineares Gleichungssystem mit zwei Gleichungen
und vier Unbekannten nennt man ein lineares 2x4-Gleichungssystem, wie z.B.:

I Iw—x+y-2z =9
II:  2we+2x=y+:z = 10
Dieses lasst sich, analog einer linearen Gleichung mit zwei Unbekannten, nicht eindeu-
tig losen.
Das Gleichungssystem
L x+y = 3
II: 2x=y = =1
ML —x+y = 7
besitzt drei Gleichungen und zwei Unbekannte. Man nennt es daher ein lineares

3x2-Gleichungssystem. Dieses System ist Uberbestimmt: Aus zwei Gleichungen kann man
die Losung (x|¥) bestimmen, was aber auch die dritte Gleichung erfiillen muss.

Allgemein halten wir fest:

Lineares mxn-Gleichungssystem

Ein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und n Variablen nennt man lineares
mxn-Gleichungssystem.

5.2 Lineare Gleichungssysteme mit drei Gleichungen und
drei Variablen

Bei der Losung der Einstiegsaufgabe fuhrten wir erst drei Variablen x, y, z ein und stellten
dann drei lineare Gleichungen auf:

. 20x+16y+ 122 =260
e Y=Z
o xty+z=16

Schreiben wir die drei Gleichungen in Standardform, links die Variablen und rechts die
reine Zahl, so erhalten wir dieses lineare 3x3-Gleichungssystem:

I: 20x+16y+12z = 260
II: y=z =0
I1I: x+y+z = 16

Bei einem linearen 2x2-System ist ein Zahlenpaar(x |}]' das beide Gleichungen erflillt, eine
Loésung. Analog dazu ist bei drei Variablen ein Zahlentripel (x|y|z), das alle Gleichungen
erfiillt, eine Losung des Gleichungssystems — in unserem Fall: (x|y|z) =(6|5]5).
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6.2 Abhangigkeit der Losungsmenge von den Parametern

Ein lineares Gleichungssystem kann eine eindeutige Losung, keine Losung oder unendlich
viele Losungen besitzen. Enthalt das System einen oder mehrere Parameter, so kann die
Art der Losungsmenge von den Parameterwerten abhangen.

Wir zeigen das am folgenden linearen Gleichungssystem mit den Parametern a und b:

I: 2x—ay = 3
II: x=2y = b

Zur Losung benutzen wir das Additionsverfahren:

I 2e—ay = 3

1I: x=2y = b [-{—2}
I 2e—ay = 3

I —2x+dy = -2b

T+1I: dy—ay = 3-2h |TU
(4=a)y = 3-2b

Nun mussten wir durch 4 —a dividieren, um nach y aufzulésen. Diese Division ist aber nur

erlaubt, wenn 4—a # 0 ist. Das heisst, wir missen unterschiedliche Falle fir den Parame-
ter @ betrachten.

Fall 1: 4—a#0 = a#4

In diesem Fall kdnnen wir die Division durchfihren und nach y bzw. x auflosen.

(4=a)y = 3-2b HEET
3-2h
¥ o=
) 4—a
3-25 3-2h
vinll: -2 = b |+2-
44— d—g
G6-—4b 6G-ab
xr = h+ =
4—a 4—a

Sind unsere Parameter @ und b gegeben, dann kdonnen wir fiir den Fall, dass @ =4 ist, die
Parameter also direkt in die errechneten Formeln fiir x und y einsetzen.

Fall 2:4-a=0 = a=4

In diesem Fall konnen wir die Division bei der Gleichung

(4=aly=3-2b

nicht durchfiihren. Wir konnen aber den Parameterwert & =4 einsetzen und erhalten in die-
sem Fall:

0=3=-2
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Losungen zu den Aufgaben

Aufgabe 1 a) Loredana kann fiir 10 Franken die Anzahl Kinder-Uberraschungseier und Schleckstan-
gel auf vier verschiedene Arten kombinieren.
Anzahl Anzahl Gesamtkosten
Uberraschungseier Schleckstangel in Franken
0 10 0 1L5+10-1=0+10=10
2 7 2:-1.5+7-1=3+7=10
4 4 4-1.5+4-1=6+4=10
6 1 6:1.5+1:1=9+1=10
b) 1.5x+y=10
c) y=10—-1.5x
Aufgabe 2 a) bxr+2y=35340
b) 7x-3y=5.7
c) 4-s+6.51=37.8
d) Br+dy=120
|
Aufgabe 3 a) 2n+ Pl 17 ; Beispielldsungen: {n|m) =(3]|22) oder (n|m) =(—-1.5]40)
b) 2a+c=24; Beispielldsungen in dm: {ale) =(10]4) oder (a|c) =(7.5]9)
c) 2x+3y=352; Beispielldsungen: (x]y) =(11]10) oder (x|y) =(17|6)
Aufgabe 4 a) Beispiellosungen: (x]|y}=(=1]=3) und (x|y)=(9]1)
b) Ay
\
2
|
\ 9
1 /(‘/).//
(6.50) X
5 >
=21 T2 3 4 _~—~—6 7 8 9
1 o
: T (4-1)
! -~
2 —
IR
_3-
] |
— \
-4
|
|
c) Beispiellosungen: (x|y)=(4] =1) und (x]y) =(6.5]0)
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Losungen zu den Aufgaben

Aufgabe 5 a) Die lineare Gleichung mit zwei Unbekannten lasst sich zu 7x= —21 und x= =3 um-
formen. Da y jede beliebige Zahl sein kann, sind alle Zahlenpaare (—3|y) Losungen,
wobei y beliebig gewahlt werden kann. Grafisch liegen alle Losungen auf einer Paral-
lelen zur y-Achse durch den Punkt (—3|O).

- . . : 2 38 4 : _—
b) Die lineare Gleichung lasst sich zu gy = 3 und y = ? umformen. Da x jede beliebige
Zahl sein kann, sind alle Zahlenpaare xlg) Losungen. Grafisch liegen alle Losungen
4
auf einer Parallelen zur x-Achse durch den Punkt 0|§ .

Aufgabe 6 Die blaue Gerade erfllt y = = 1. Eine mogliche lineare Gleichung mit zwei Unbekannten,
die y = =1 als Losung hat, ware 0-x =3y =13. Jedes Vielfache dieser Gleichung ware auch
moglich, wie - x =9y =9.

Die griine Gerade erfillt x = 8. Eine mdgliche lineare Gleichung mit zwei Unbekannten, die
x =8 als Losung hat, ware x + v =& Jedes Vielfache dieser Gleichung wére auch moglich,
1
wie —x+0-y=4.
5 ¥
Aufgabe 7 a) x=2in die Gleichung einsetzen:
22-y =5 |+y
4 = y+5 |-5
_] = ¥
Das ergibt das Zahlenpaar (2| =1).
b) y =06 in die Gleichung einsetzen:
2 1
xt—6 = — |TU
3 2
x+4 = 0.5 | -4
x = —-3.5
Das ergibt das Zahlenpaar (—3.5|6).
Aufgabe 8 a) Wir wahlen jeweils zwei ganzzahlige (geschickte) Werte fur x, sodass y auch ganzzah-

lig wird, setzen die x-Werte in die Gleichung ein und berechnen daraus den y-Wert wie
in den folgenden Beispiellosungen.

Wir setzen x =3 in die Gleichung ein:

2e=5y = 16 |x=3

2:3-5y = 16 |TU
6-5y = 16 |+5¢ |-16
=10 = 5% |:5
=2 = ¥

Eine Losung ist also (x|y) =(3|-2).
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Aufgabe 23 a) Die zweite Gleichung ist bereits nach y aufgelost, sodass wir das Einsetzungsverfah-
ren wahlen.
L dx+3y = =2
II: 2x-4 =y
Minl: dr+3{2x=4) = =2 |TU
We=12 = =2 |+12
10x = 10 [:10
r =1

in 1L y = 2-1=-4=-1
Lasung: (xly) = (1]-2}

b) Da die Koeffizienten von x Vielfache voneinander sind, multiplizieren wir die zweite
Gleichung mit —3 und addieren die Gleichungen.

3
I: —x——y = =2
3 )
1 1
In: —x+—y = 3 (-3
Y [-(-3)
I ! : = 2
X 6_\ =
1
II: ——x—-y = =9
357
11
[+1T: ——y = —11 -6
e |-(~6)
lly = 66 [:11
¥y = 6
in 1T : '+] 6 = 3 -2
in II: 9.1 3 =
1
—x = 1 |- 9
9
xr =9

Lasung: (xly) = (9]6)
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Lésungen zu den Aufgaben

Wir I6sen das vereinfachte Gleichungssystem mit dem Additionsverfahren.

I 150p, +100p = 625 |-(—2}

1I: 100p +150p = 750 |3

I —3m;:ﬂ—2ﬂﬁplr__ = —1230

1I: 300p, +450p = 2250

1+11; 250p,, = 1000 ;250
p, =4

inl: 15ﬂpy+]m-4 = Hi5 | = 4

150p, = 225 1150

Py = 1.5

Die Bank gewahrt einen Zinssatz von 1.5%, die Versicherung einen solchen von 4%.

Aufgabe 31

Wir fassen die im Text gegebene Information in einer Tabelle zusammen:

Menge in Litern

Alkoholanteil in %

Menge an Alkohol

in Litern
LS A 6 bzw. 4 p Pa Pa
osung ZW. A — b bzw, —— -4
00 7™ 100
Py Py
Lésung B 3 bzw. 2 Py — Ahzw. — 2
100 100
Misch 9b 6 30 30 Oh 30 6
. — O hzw, —
ischung zZw 100 100

Die Gesamtmenge an Alkohol in beiden Mischungen besteht aus den beiden Teilmengen

an Alkohol in den Losungen. Das ergibt die beiden Gleichungen

Py

30

und 4+
100

2=——"6
100

Py 30

A
6+
100

3= 9
100 100
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Das lineare Gleichungssystem l6sen wir mit dem Additionsverfahren:

I Pa ety o 20 | 100
' 100 100~ 100
” i
A 8 30
1I; —— 4y —2 = — 6 | 100
100 100 100 |
L 6p, +3p, = 270 |-(=2)
1 4p +2p, = 180 |3
L —12p, —6p, = =540
I 12pA+ﬁJJB = 540
T+IL: 0=0

Wir bekommen eine allgemeingultige Gleichung. Das heisst, es kann nicht eindeutig er-
mittelt werden, wie sich die Konzentrationen zusammensetzen. Es gibt mehrere Moglich-
keiten, z.B.: r, =0 und Py, =90 oder auch p, =45 und Py =0. Das liegt daran, dass sich

Lésungen

die Anteile der zweiten Mischung aus der ersten Mischung ergeben haben. Und somit die
zweite Gleichung nur ein Vielfaches der ersten ist.

Aufgabe 32 Bezeichnen wir mit x die Eigengeschwindigkeit des Flugzeugs und mit y die Windgeschwin-
digkeit, konnen wir mithilfe der Formel s =v -t das Gleichungssystem fiir die Gesamtstre-
cke bei Hin- und Ruckflug aufstellen; dabei beachten wir, dass die Zeit nur in Stunden
gemessen wird:

L 1.2(x+y)
II: 1.5(x-y)

720
720

In der ersten Gleichung, dem Hinflug, ist die Eigengeschwindigkeit x des Flugzeugs um
die Windgeschwindigkeit y vergrossert, beim Rickflug in der zweiten Gleichung dement-
sprechend verkleinert. Wir 16sen das Gleichungssystem mit dem Additionsverfahren:

I: 1.2(x+y) = 720 |TU

II: 1.5(x—y) = 720 |TU

T 1.2x+1.2y = 720 |5

II: 1.5x—-1.5y = 720 |4

I: 6x+6y = 3600

I: 6x—6y = 2880

1+ 11; 12x = 6480 [:12
x = 540

xinIl:  1.5-540-1.5y = 720 |TU

810-1.5y = 720  |-8I0
-1.5v = =90 |:(-1.5)

y = 60

Der Ambulanz-Jet hat eine Eigengeschwindigkeit von 540 km/h und der Wind blast mit
60km/h.
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Aufgabe 41 a) Die Gleichungen ergeben sich durch:
e Gesamtkosten gleich 260: 20x + 16y + 12z =260
e Anzahl Bilder gleich der Anzahl Blumentopfe: y=z
e Anzahl insgesamt gleich 16: x +y+z=16
b) Ersetzen von z durch y in den Gleichungen 20x + 16y + 12z =260und x + ¥ + z = 16 ergibt
das Gleichungssystem:
I 20x + 16y + 12 = 260 [TU
II: x+y+y = 16 [TU
I: 20x + 28y = 260 |:4
II: x+2y = 16 |-(=5)
L: Sx+7vy = 65
I: =5x—10y = —&0
T+IT: -3y = =15 [:(-3)
y =5
yinll: x = 16—2-5=6
c) Mity=>5undy=zfolgt, dass auch z =5 ist. Somit kaufen Loredana und Levin 6 Kissen,
5 Bilder und 5 Blumentopfe.
Aufgabe 42 a) Wirlosen die erste Gleichung nach x auf und setzen dieses dann in die zweite und die

dritte Gleichung ein.

I: x = —y-z+9

II: x—y+z =13

I11: x+y-z =1

LinII: —y—z49—y+z = 3 |TU
[inIOI: -y-z494y-z = 1 |TU
I' -2y = -6 [:(-2)
o' -2r = -8 [:(-2)
I' ¥y = 3

' z = 4

vizinlk x = =3-4+9=1

Die Lésung ist (x]y|z) =(2]3]4).
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