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Vorwissen und Lernziele

Vorwissen und Lernziele

Vorwissen

Erforderliches Vorwissen fur «lm Bogen zum Ziel: quadratische Gleichungen und Funk-
tionen»:

Rechenoperationen

Zahlenbereiche

Rechnen mit Termen und Bruchtermen
Potenzen und Wurzeln

Lineare Gleichungen

Lineare Ungleichungen

Lineare Funktionen

Lernziele

Nach der Bearbeitung dieses Lehrmittels ...

konnen Sie reinquadratische Gleichungen erkennen und l6sen.

kennen Sie die Standard- und die Normalform einer quadratischen Gleichung.
wissen Sie, was die quadratische Erganzung ist, und konnen dieses Verfahren anwen-
den, um eine quadratische Gleichung zu l0sen.

konnen Sie eine quadratische Gleichung mit der abc- oder der pg-Formel I6sen.
konnen Sie die Diskriminante einer quadratischen Gleichung bestimmen.

konnen Sie anhand des Werts der Diskriminante festlegen, wie viele Losungen die
Gleichung besitzt.

wissen Sie, wie Parameter in einer quadratischen Gleichung behandelt werden.
konnen Sie Produktgleichungen losen.

konnen Sie bestimmte quadratische Gleichungen durch Faktorisieren in Produkt-
gleichungen umwandeln.

konnen Sie, mithilfe des Satzes von Vieta, Losungen durch Probieren finden.

konnen Sie entscheiden, welche Losungsmethode flir welche quadratische Gleichung
am effizientesten ist.

konnen Sie bestimmte Bruch-, Wurzel- und biquadratische Gleichungen auf quadrati-
sche Gleichungen zurlickfiihren und I6sen.

konnen Sie bei Zahlenratseln und bei Aufgaben aus der Geometrie und der Physik qua-
dratische Gleichungen aufstellen und diese I6sen.

kennen Sie die Eigenschaften der quadratischen Grundfunktion und ihres Graphen,
der Normalparabel.

wissen Sie, dass die Graphen reinquadratischer Funktionen durch Strecken, Stauchen
und Spiegeln der Normalparabel entstehen.

wissen Sie, wie die Graphen von allgemeinquadratischen Funktionen aussehen.
kennen Sie die Standard- und Scheitelpunktform einer quadratischen Funktion und
konnen zwischen den Darstellungsformen wechseln.

wissen Sie, wo die Graphen von quadratischen Funktionen die Koordinatenachsen
schneiden.

konnen Sie die Schnittpunkte zweier Graphen ermitteln.

konnen Sie die Funktionsgleichung einer quadratischen Funktion mithilfe unterschied-
licher Angaben aufstellen.

konnen Sie Anwendungsaufgaben, insbesondere Extremwertaufgaben, 16sen.
konnen Sie quadratische Ungleichungen losen und die Losungsmenge mithilfe des
zugehorigen Graphen anschaulich machen.
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1 Wie werden reinquadratische Gleichungen gelost?

1 Wie werden reinquadratische Gleichungen gelost?

Aufgabe 1

Finden Sie durch Ausprobieren alle Losungen der Gleichungen.

a) x2=25
b) 3x%2=0
c) 2x%+4=0

1.1 Reinquadratische Gleichung

In der Einstiegsaufgabe sind wir Gleichungen begegnet, in denen die Unbekannte x aus-
schliesslich im Quadrat, das heisst nur als x2, vorkommt. Solche Gleichungen heissen rein-
quadratische Gleichungen. Als Beispiel betrachten wir die Gleichung:

2 =50=0

Diese Gleichung hat das quadratische Glied 2x? und das konstante Glied —50. Sonst kommt
die Unbekannte x nicht vor. Es handelt sich somit um eine reinquadratische Gleichung.

Auch die Gleichung

3
—x2=1001
4

ist reinquadratisch. Sie kann durch eine Aquivalenzumformung™ auf die sog. Standard-
form gebracht werden, in der auf der rechten Seite eine Null steht:

1001 |- 1001

|
-
[

|
-
(3]
1
g
[
=)

[1] Zur Erinnerung: Umformungen, die die Lésungsmenge jeder Gleichung unverdndert lassen, heissen Aqui-
valenzumformungen.
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1 Wie werden reinquadratische Gleichungen gelost?

Allgemein halten wir fest:

Reinquadratische Gleichung

Eine reinquadratische Gleichung ist eine Gleichung, die sich in der Standardform
ax’+c=0

mit a =0 schreiben lasst. Die Koeffizienten & und ¢ sind reelle Zahlen und x ist die Unbe-
kannte. ax” ist das quadratische Glied und r ist das konstante Glied.

Bevor wir zur Losung von reinquadratischen Gleichungen kommen, testen Sie sich selbst,
ob Sie reinquadratische Gleichungen erkennen.

Aufgabe 2

Kreuzen Sie alle reinquadratischen Gleichungen an.

O |4x*-1=x
O |4x’-1=1
O |x=1
O | 4x%*=8
o | ¥

X
O |4x*-5=3x*
O | 2.7=-3.24?
O | 3(x2)2=x2

1.2 Losen einer reinquadratischen Gleichung

Wenn wir eine lineare Gleichung l6sen, dann isolieren wir die Unbekannte x mithilfe von
Aquivalenzumformungen. Analog formen wir reinquadratische Gleichungen so um, dass
x2 allein auf einer Seite steht, wie zum Beispiel bei 22 =50=0:

26750 = 0 |+50
2% = 500 |2
x = 25

Wie wir aus der Einstiegsaufgabe wissen, sind sowohl x =5 als auch x = — 5 Lsungen die-
ser Gleichung. Der Schritt, um von x2=25 zu den beiden Losungen zu kommen, ist das
Wourzelziehen. Dabei mussen wir aber Folgendes beachten:

Beidseitiges Wurzelziehen der Gleichung x2=25 ist keine Aquivalenzumformung. Die
beim Wurzelziehen erhaltene positive Losung x =5 ist anschliessend durch die negative
Losung x = —5 zu erganzen.

11
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1 Wie werden reinquadratische Gleichungen gelost?

Daher notieren wir die Umformung beim Wurzelziehen mit |:~f_ und wenden dies auf
unsere Gleichung an:

2 = 25 A
xr = iﬁ

x = %5

Wir haben so die beiden Losungen 5 und —5 erhalten. Um anzuzeigen, dass es zwei
Losungen sind, schreiben wir x mit dem Index « 1,2 »:

= 4
xl? 5

Die einzelnen Losungen sind dann:

In der Losungsmenge wird in der Regel zuerst die kleinere Zahl geschrieben:

L={-5;5}

Gibt es immer zwei Losungen? Die Antwort lautet: nein. Das sehen wir an den anderen
Gleichungen aus der Einstiegsaufgabe. Bei der Gleichung 3x2= 0gibt es nur die Losung x =0:

k1%

i
[®)
]
= =
H

L= {0

Bei 2x2+4=0 gibt es gar keine Losung:

244 =0 |-4
2 = -4 |2
2= -2
L =1}

Die Losungsmenge ist hier leer, denn es gibt keine reelle Zahl, die quadriert negativ wird.
Oder anders ausgedruckt: Die Wurzel aus einer negativen Zahl ist in den reellen Zahlen
nicht definiert.
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1 Wie werden reinquadratische Gleichungen gelost?

Wir verallgemeinern:

Losungsmenge einer reinquadratischen Gleichung

Die Losungsmenge einer reinquadratischen Gleichung ax®+c =0 wird bestimmt, indem
die Gleichung auf die Form x2=d gebracht wird. Je nach Vorzeichen von d sind folgende
Falle zu unterscheiden:

e Istd =1, so gibtes zwei Losungen X ,= + \/E Die LosungsmengeistL = | — .JE: JE:-.

e Istd =1, so gibt es eine Losung x =0. Die Losungsmenge ist L ={0}.
e Istd =1, so gibt es keine Losung. Die Losungsmenge ist L={ }.

Aufgabe 3 Geben Sie fur die folgenden Gleichungen die Losungsmenge an.
a) x*=36
b) x=-8§
16
c) x2=—
25
— - A s 4
-\ el @
= 4', . 1
=8 | N W # |
AN Van b Ji
VA W 4 S =
o N
p# A
N N
4 | il
Aufgabe 4 Bringen Sie die Gleichung auf die Form x>=d und ermitteln Sie die Losungsmenge.

a) 2x’=-10=0
b) 2x+10=0

c) 4x?=2x?

13
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1 Wie werden reinquadratische Gleichungen gelost?

1.3  Ubungsaufgaben

Aufgabe 5 Ordnen Sie jeder Gleichung die passende Losungsmenge zu.
1 x*=4=0 A L={}
2 x*+4=0 B L=R
3 4x?-4=0 C L={-L1}
4 Axl=d4x? D L={0;4}
5 xt—4x=0 E L={-2;2}
Aufgabe 6 In den folgenden Rechnungen haben sich manchmal Fehler eingeschlichen. Korrigieren

Sie diese und geben Sie die korrekte Losungsmenge an.

a) wP-7 = 47+ |-24%—1
-8 = 22 |2
2 =4 |iv‘r
xu = ;I:ﬁ

L= {-2,2}
b) 6xf-7 = 441 |—-424+7
27 = 8 |:2

2 =4 WV
x =12
= {2}
o) =7 = =d?+1 |-
-8 = -4’ |:4
-2 = -2
L =1]
d 4x’-4 =2 |-4
4 = =2 |4
1
2 _
* 2

=
I
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4 Wie werden quadratische Gleichungen mit
Losungsformeln gelost?

Aufgabe 21

In der ersten Rechnung sehen Sie eine quadratische Erganzung mit konkreten Zahlen. Fih-
ren Sie in der zweiten Zeile eine quadratische Erganzung am allgemeinen Term x2 + px + gdurch,

indem Sie analog vorgehen und dementsprechend die Liicken flllen. Gehen Sie in der drit-

b C
ten Zeile am Term Pt —x+— genauso Vvor.
(4] i

5 10y2 (1032
e+ ll=|le+— | —|— | +11
2 2
{ 2 2
_1.'2+p_r+q= = -] =] +
{ 2 2
) b L I I R
It —x+—=|x+=—| —| =] +
a a ......

4.1 Die spezielle und die allgemeine Losungsformel

Jede quadratische Gleichung in Normalform lasst sich durch quadratische Erganzung I6sen.
Anstatt dieses Verfahren fur jede neue quadratische Gleichung durchzufthren, fihren wir
es einmalig an einer allgemeinen Normalform _x2+p..a: + ¢ =0 durch - und erhalten so eine
Losungsformel, die sog. pg-Formel. Wir gehen dabei genauso vor, wie wenn die Koeffizi-
enten konkrete Zahlen waren:

-t
[
+
=
=
+
oL
n
=

|TU {quadmli sche Ergiin 'f.ung]

+(2) -4
(-

P Py »
2

o= e flS[- -

T b
+
ta |
S

[ )

[
_——
v |
o
[

+

-

n

(=

Diese Formel halten wir fest:

Spezielle Losungsformel (pg-Formel)

Die Losungen einer quadratischen Gleichung in Normalform x2+;1x+q =() lauten:

__r [Py
lam T2 2 71
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4 Wie werden quadratische Gleichungen mit Losungsformeln gelost?

Aufgabe 22 Losen Sie die Gleichungen mit der allgemeinen Losungsformel.

a) 2x2-2x—-4=0
b) 2x2+5x-3=0

) At 9 +3=0
C e =
X 4 X

d) =32+ 1lx+4=0
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7 Welche Losungsmethode ist am besten geeignet?

Aufgabe 41

Folgende Gleichungen sollen so effizient wie moglich gelost werden. Ordnen Sie zu jeder
Gleichung den ersten Schritt zu, den Sie daflr durchfihren.

1 (2x+1){(3x+4)=1 A Ausmultiplizieren.

2 (2x=5)3x+6)=0 B Die Wurzel ziehen.

3 (x-5)2%=16 C  xausklammern.

4 4x*-x=0 D Einzelne Faktoren null setzen.
5 4x’=16=0 E  x?isolieren.

7.1 Losen von beliebigen quadratischen Gleichungen

Quadratische Gleichungen begegnen uns in unterschiedlichen Formen:

In Standardform: ax*>+bx +c¢=0

In Normalform: x* + px + g =0

Ohne lineares Glied, als reinquadratische Gleichung: ax*+c¢=0
Ohne konstantes Glied: ax®+bx =0

Mit quadriertem Binom: (x - k)2 =d

Als Produktgleichung: (ax+c)(bx+d)=0

Als spezielle Produktgleichung: (x - a)(x - b) =0

Wenn wir eine quadratische Gleichung l6sen wollen, liegt sie entweder schon in einer die-

S

er Formen vor oder wir vereinfachen sie, sodass eine dieser Formen entsteht. Prinzipiell

konnen wir alle Gleichungen I6sen, indem wir sie in die Standardform bringen und dann
die abc-Formel anwenden. Allerdings ist diese Methode nicht immer die schnellste und ein-
fachste. Andere Methoden sind oft schneller, funktionieren aber nicht bei allen Gleichungen.

Wir geben einen Uberblick, welche Lésungsmethoden jeweils am geeignetsten sind.

Quadratische Gleichung Geeignete Losungsmethoden
In Standardform: e Wenn direkt ausfuhrbar: Term faktorisie-
ax*+bx+c=0 ren und dann in der entstandenen Produkt-

gleichung die einzelnen Faktoren null setzen.
e Ansonsten: abc-Formel anwenden.

In Normalform: e Wenn direkt ausflihrbar: Losungen mit

x2+m: +g=0 dem Satz von Vieta finden.

e Oder wenn direkt ausfiihrbar: Term faktori-
sieren und dann in der entstandenen Produkt-
gleichung die einzelnen Faktoren null setzen.

e Ansonsten: abc-Formel anwenden.

e QOder: pg-Formel anwenden.

49
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8 Welche Gleichungen lassen sich auf quadratische
Gleichungen zuriickfuihren?

Aufgabe 43

Flhren Sie an der Gleichung die genannte Umformung durch.

x2=2x—-4

a)
x2+1

Multiplizieren Sie beide Seiten der Gleichung mit dem Term (x2+ 1).
b) & x*—2x—4 =0

Quadrieren Sie beide Seiten der Gleichung.
o (¥?)-22-4=0

Ersetzen Sie in der Gleichung den Term x2 durch die neue Variable z.

d) Was haben die Ergebnisse der Teilaufgaben a)-c) gemeinsam?

o) 5
O i Y
N )
o | | T
C ra
N
%)
,‘4<T4L

Es gibt Gleichungen, die nicht wie eine quadratische Gleichung aussehen, die sich aber
auf eine quadratische Gleichung zurlckfihren lassen. Typische Beispiele dafiir sind Bruch-,
Wurzel- und biquadratische Gleichungen.

8.1 Bruchgleichungen

Gleichungen, bei denen die Unbekannte im Nenner eines Bruchs vorkommt, heissen Bruch-
gleichungen.

Beispiele:
1
e — =2ist eine Bruchgleichung.
X
3-5x 2
. +5x=9= ist eine Bruchgleichung.
3x ,r1+9
3-5% 2 . : : o 5. 2
J 3 = E ist keine Bruchgleichung. Diese Gleichung lasst sich in 1 - ?.r = E um-

schreiben, sie ist also eine lineare Gleichung.

51
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9 Wozu werden quadratische Gleichungen gebraucht?

Bei einer kegelstumpfformigen Schissel ist angege-
ben, dass der Boden eine Flache von 80 cm? hat und
die Hohe 12cm ist. Das Volumen der Schissel ist mit
1.5621 angegeben.

Welche Flache braucht ein Deckel, der diese Schiissel exakt verschliesst?

Losung: Wir skizzieren die Schussel als Kegelstumpf und notieren die Angaben des Texts:
Gegeben: Hohe i =12 (cm); Flache D =80(cm?)
Gesucht: Flache G

In der Formelsammlung ist fur das Volumen eines . |
Kegelstumpfs die folgende Formel zu finden:

J
V= ;'{G +./GD +D)

Wir setzen in diese Formel die gegebenen Werte ein und I6sen die \Wurzelgleichung:

12
1520 = ?[thsms +80) |:4
380 = G+./80G +80 | =G =80
300-G = /80G |* (quadrieren)
90000 - 600G +G* = 80G |-80G
G* - 680G +90000 = 0 |abc—Formel
~(=680) £/ (~680)7 —4-1-90000
Gl.Z a 21
_ 680%,/102400 680320
GI,Z - 2 - 2
680+320
G = i
680 — 320
G, = ———=180

2 2

67
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12  Wie sieht der Graph einer allgemeinen
quadratischen Funktion aus?

Aufgabe 70

Fullen Sie fur die Funktionen y =x%+1und }?={.!:-2.:|2 die Wertetabelle aus und zeichnen
Sie deren Graphen in ein Koordinatensystem. Lesen Sie an den entstandenen Parabeln
jeweils den Scheitelpunkt ab.

x =2, -1 =05 O 0.5 1 1.5 2 2.5 3 4
y =x2+1
y=(x-2)

jr_ N

@ 1 NI~ ¥ 4
& ETNO
,;: N
NN
N B
N

Die Graphen reinquadratischer Funktionen y = ax? sind Parabeln mit Scheitelpunkt S{{|0).
Die Graphen von allgemeinen quadratischen Funktionen sind Parabeln, deren Scheitel
in der Regel nicht im Ursprung liegen. Sie entstehen durch Verschieben von Parabeln rein-
quadratischer Gleichungen.

12.1 Vertikales Verschieben einer Parabel

Wir betrachten die Funktion y =x2+1 und vergleichen sie mit der quadratischen Grund-
funktion y = x?:

x 3 | -2 | -1 | -05| 0 0.5 1 2
y=g2 9 4 1 025 | 0 | 025 1 4
y=x2+1| 10 5 2 1.25 1 1.25 2 5 10

Wir sehen, die Funktionswerte von y =x2+1sind gegenuber der Grundfunktion jeweils um
1 erhoht. Fur die Parabel von y =x2+1 ergibt sich daraus, dass sie gegenuber der Normal-
parabel um 1 Einheit nach oben, in positive y-Richtung, verschoben ist:
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Y4 |
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So hat sich auch der Scheitelpunkt vom Ursprung aus um 1 Einheit nach oben (in positive
y-Richtung) verschoben. Der Scheitelpunkt von y =x%+1 ist ${0]1).

Genauso konnen wir uns auch Uberlegen, dass der Scheitelpunkt der Funktion y =x2=3um
3 Einheiten nach unten (in negative y-Richtung) verschoben ist, also in ${0)] = 3) liegt:

\ Y

|\ T / /
| 1\ 8 [
|\ , ]
\ \y:xz } /
\ ® /
\ 1\ i ]
| \\ \ ; // //
\ ¢
7. i /
v=3\ T\ /L]
\ \ | 2 / /
1
NS
-4—-3—-23§-1 © ty,lz—fs—f[f
-1
\\ 51/
1 F
-3 ‘

Allgemein: Der Scheitelpunkt des Graphen der Funktion y =x2+v ist S(0]v).
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Aufgabe 71

In der folgenden Grafik sehen Sie die Graphen von Funktionen der Form y =x2+v. Geben
Sie die Funktionsgleichungen an.

W\ AL
1A\ 5 I/
W \\oL //
\ /
W\, I
77i¥7q;_47gﬂ§£L77
\h()j /
\\ g /[ mex)
\ /
N/ X
3 -2 k(;)o A7/RNEY
-1
-2
PR, Nh p—
N "8
£ j 4'7 . 4 +
o\ D
~\ Van VA 3|
ZE T d — = =
NA <« ——+
i W
) N Y
N ##
AR
4= W
‘7 e N
\4 lk
40 | O
ﬁ#f

12.2 Horizontales Verschieben einer Parabel

Wir betrachten die Funktion y={x-2]|2 und vergleichen sie mit der quadratischen Grund-
funktion y = x?:

x -2 ~1 0 1 2 3 4 5
y=g2 4 1 0 1 4 9 16 25
y=(x-2)2| 16 9 4 1 0 1 4 9

Den y-Wert 0 nimmt die Funktion y = x* an der Stelle x = 0 an. Die Funktion y ={x = 2)% nimmt
den Wert 0 zwei Einheiten weiter rechts, an der Stelle x =2, an.
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Die Funktion y={x-2}|2 nimmt dieselben y-Werte wie ¥ =x* an, aber an Stellen, die um 2
grosser sind. Fir den Graphen von y={x-2}2 ergibt sich daraus, dass die Normalparabel
um 2 Einheiten nach rechts (in positive x-Richtung) verschoben ist:
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So hat sich auch der Scheitelpunkt vom Ursprung um 2 Einheiten nach rechts verschoben.
Der Scheitelpunkt von y={x —2)? ist $(2]0).

Genauso konnen wir uns uberlegen, dass die Parabel von y={x+3}2 gegenuber der Nor-
malparabel nach links (in negative x-Richtung) verschoben ist. Ihr Scheitelpunkt liegt in
S(-310):
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15 Wie werden die Schnittpunkte zweier Graphen
ermittelt?

Aufgabe 89

Betrachten Sie die Parabel der Funktion f(x)=—x>+8x-10 und die drei Gera-
den 31{I]=2I—2, gz'[x]=2x—l und g3(x)=2x+1.

¥ e/ o/ Je
B 7o
R g
! / \\f
i / \
REavayyd
- | \
/ \
/o BEBERENNA S
Rl R aRs  SRENAE,

a) Lesen Sie die Schnittpunkte der Parabel mit der Geraden 8, ab. Uberpriifen Sie Ihr
Ergebnis, indem Sie die Punkte jeweils in die Funktionsgleichungen von f und 8, ein-

setzen.

b) Wiederholen Sie die Teilaufgabe a) mit den Geraden g, und 8,
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Bei einer Parabel f(x) =ax?+bx +c und einer Gerade g(x]' =mx+g ist die Schnittpunkt-
gleichung fl[.r:l =g(x} eine quadratische Gleichung: ax*+bx +c =mx +q. Diese kann ent-
weder zwei Losungen, eine Losung oder keine Losung besitzen. Anschaulich bedeutet das,
dass die Parabel mit der Geraden entweder zwei, einen oder keinen gemeinsamen Punkt
besitzt. Das Losungsverhalten der Schnittpunktgleichung gibt uns Aufschluss dartber, wie
die Parabeln zueinander liegen:

Die Gerade g und die Parabel f besitzen ...

2 gemeinsame Punkte 1 gemeinsamen Punkt 0 gemeinsame Punkte

™\

/ \
Die Gleichung f{(x) = g(x) hat ...

2 Losungen 1 Losung 0 Losungen

Lagebeziehung von Parabel und Gerade

Eine Parabel f(x) =ax?+ bx + ¢ und eine Gerade g(x} =mx + g konnen drei mogliche Lagen
zueinander annehmen: Sie besitzen ...

e zwei gemeinsame Punkte. Dann hat die Gleichung f(x) = 2{x) zwei Lésungen.
e einen gemeinsamen Punkt. Dann hat die Gleichung ffx] =g{x} eine Losung.
e keinen gemeinsamen Punkt. Dann hat die Gleichung f{x] =g(x} keine Losung.

Die Gerade heisst ...

e Sekante!', wenn sie mit der Parabel zwei Punkte,
e Tangente!?, wenn sie mit der Parabel einen Punkt,
e Passantel®, wenn sie mit der Parabel keinen Punkt gemeinsam besitzt.

Ist die Gerade eine Tangente an die Parabel, so heisst der gemeinsame Punkt auch Be-
rithrpunkt.

Beispiele:

3
Wir bestimmen die Schnittpunkte der Parabel f(x)=3x2—2x—2 mit der Gera-
1
den g(x) = - Ex+ 16.

3
1. Funktionsterme gleichsetzen: Exz—ix— 2=- Ex+ 16.

[1] Secare (lat): schneiden.
[2] Tangere (lat.): bertihren.
[3] Passer (franz.): vorbeigehen, passieren.
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2. Gleichung losen:

3, 1 1
E.r -2x-2 = —E_r+16 |+Ex—16
3,03 B 2
Ex -—x-18 = 0 I-E
P=x=12 = 0
(x+3)x-4) = 0
x, = -3
x, = 4

Die Schnittpunktgleichung hat zwei Losungen. Die Graphen schneiden sich in zwei Punkten.

3. y-Koordinaten bestimmen:
7, —g(xl)—g(—ﬂ— —E-f—3}+ 16=17.5

}f2=g(,\:1)=gl[4] = -% 4+ 16=14

Die Schnittpunkte der Parabel [ mit der Geraden g sind .5'1(—3|l?.5] und 52'[4|14].

5
Wir bestimmen die Schnittpunkte der Parabel f(x)=§x2—2x—2 mit der Gera-
1 9
den g(x)=—x——.
g(x) 7573
5
1. Funktionsterme gleichsetzen: E.rz— 2x—2= Ex = E

2. Gleichung lésen:

s 9 1 9
—xf=2-2 = —x-— |-—x+—
% 27 2 27 2
5., 3 5 8
—x ——x+— =0 |-—
ks 27 2 5
K —dr+d = 0
(x=2)% = 0
x =2

Die Schnittpunktgleichung hat eine Losung. Die Gerade ist eine Tangente an den Graphen.
Die Graphen berlhren sich in einem Punkt.

3. y-Koordinaten bestimmen:

1 9
=g(2)=—-2——=-35

y=¢(2) 5273

Der Beriihrpunkt der Parabel f mit der Geraden g ist (2| =3.5).
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15.2 Schnittpunkte zweier Parabeln

Um die Schnittpunkte zweier Parabeln f und g zu bestimmen, stellen wir ebenfalls die
Schnittpunktgleichung f{x) =g(x} auf. Das Lésungsverhalten dieser Gleichung gibt uns
dann Aufschluss daruber, wie die Parabeln zueinander liegen.

Im Gegensatz zu der Lage zwischen Gerade und Parabel missen wir bei der Lagebezie-
hung von zwei Parabeln zueinander noch beachten, dass sie identisch sein konnen. In die-
sem Fall besitzen sie unendlich viele gemeinsame Punkte.

Die Parabeln fund g besitzen ...

oo viele gemeinsame Punkte 2 gemeinsame Punkte 0 gemeinsame Punkte

/ \ \' 0] \
Die Gleichung f{x) = g(x) hat ...

o0 viele Losungen 2 Lésungen 0 Losungen

Ausserdem ist das Verhalten bei einem gemeinsamen Punkt zu unterscheiden:

Die Parabeln f'und g besitzen 1 gemeinsamen Punkt:

1 Schnittpunkt 1 BerlGihrungspunkt

[ Y / \

Die Gleichung f{x) = g(x) hat ...

1 Lésung und 1 Losung und
f(x) = g(x) dquivalent zu f(x) = g(x) nicht &quivalent
einer linearen Gleichung zu einer linearen Gleichung

Zwei Parabeln konnen sich in einem einzigen Punkt schneiden oder auch nur berthren.
In beiden Fallen hat die Schnittpunktgleichung genau eine Losung, aber die Gleichungen
verhalten sich unterschiedlich. Wie genau, das zeigen wir nach der Zusammenfassung in
den Beispielen.
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16 Wie kann die Funktionsgleichung einer quadratischen Funktion bestimmt werden?

16  Wie kann die Funktionsgleichung einer
quadratischen Funktion bestimmt werden?

Aufgabe 94

Carlo mochte die Nullstellen der quadratischen Funktion ablesen. Leider ist er mit seinen
Unterlagen in einen Starkregen gekommen. Das Blatt ist deshalb zerrissen und auch die
Funktionsgleichung ist nicht mehr vollstandig zu sehen:

foo =4 - 2

-
7 —
|

, ! ,

718 / {
‘5__

e ‘ A@4) PEL

: 4

-3 |

! | |
2
| {

/ S J

Verzweifelt sagt er zu Anais, dass er die Aufgabe ohne die Funktionsgleichung nun nicht
mehr I6sen kdénne. Anais tiberlegt, ob der Punkt A(4|4) auf dem Graphen helfen kann, um
die Gleichung zu bestimmen.

a) Helfen Sie den beiden und bestimmen Sie die Funktionsgleichung. Bestimmen Sie dazu
l
b in der Funktionsgleichung y = I.x2+b:u: -2 so, dass der Punkt A(4|4) auf dem Gra-

phen der Funktion liegt.

b) Berechnen Sie die Nullstellen der Funktion.

o 4" © L
v o
‘7—
N o
40 | O
L N’
A NV 4
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Beispiele:

Eine Tunneldurchfahrt hat die Form einer Parabel. Sie ist 6 m hoch und 4 m breit. Ein Fahr-
zeug ist 3m breit und 2.50 m hoch. Kann dieses Fahrzeug den Tunnel passieren?

Um den Bogen des Tunnels zu modellieren, wahlen wir den Koordinatenursprung auf der

Hohe der Strasse in der Mitte des Bogens. So ist die y-Achse die Symmetrieachse des Tun-

nelbogens. Das ergibt die Funktionsgleichung y=.c.ut2+6, wobei @ negativ sein muss.

Setzen wir die Nullstelle x =2 in die Funktionsgleichung ein, so erhalten wir die Glei-
3

chung h=a -4+ mit der Lésung a = %

3
Die Funktionsgleichung des Bogens ist y = — E 246 mit dem Graphen:

\ Y

O T S
L~

X

o

) " 1273

Wenn das Fahrzeug mittig durch den Tunnel fahrt, ist die rechte Seite des Fahrzeugs bei
x=1.5. Diesen Wert setzen wir in die Funktionsgleichung ein und erhalten

3
y=- E -1.52+6=2.625. Dieser Wert ist grosser als die Hohe 2.5(m) des Fahrzeugs. Das

Fahrzeug kann den Tunnel knapp passieren.
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Losungen zu den Aufgaben

Losungen zu den Aufgaben

Aufgabe 1 a) Hier gibt es zwei Lésungen. Da 5%=25 und (=5)*=25 gilt, sind 5 und —5 Ldsungen
der Gleichung x2=25. Die Lésungsmenge ist L = {—5; 5}.
b) Hier gibt es genau eine Losung. Da 3-02=0 gilt, besteht die Losungsmenge aus der
Zahl Null: L ={0}.
c) Hier gibt es keine Losung. Da x2 fur alle Einsetzungen nie negativ werden kann, kann
der Term 2x2 +4 niemals den Wert null annehmen. Die Losungsmengeistleer: L={ }.
Aufgabe 2
O |4x*>-1=x
4x2—1=
O |x=1
4x>=8
3x2
| — =
X
4x2 - 5=3x2
2.7=-3.24?
O | 3(x2)2=42
Aufgabe 3 a) x1,2=t~/36=t6;L={—6;6}
b) Keine Losung; L={ }
o 16 4 p, 4 4
x = i —r =q——; —
R i
Aufgabe 4 a) 2ef-10 = 0 [+ 10
%% = 10 |2
rin=r_"5 i\.‘r
Xia = %.,/5
L = [-5:5)}
b) 2x¥+10 = 0 |-10
2 = 10 |2
= -5

L =1}
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Aufgabe 70 Wertetabelle:

x -2 | -1]-05| 0 |05 | 1 |[15] 2 |25]| 3 4
y=x’+1 5 2 | 1250 1 |1.25] 2 (325 5 |7.25| 10 | 17

y=(x-2)2| 16 9 1625 4 225 1 [025] 0 |025] 1 4

Graphen:
\ o f
\\ ° /
\\ \\% f
\. -
VY //’ :
\ \ / , 2
y=x*+1 5 v=(x—2)2/
\ /
\ ¢ / f
SN /
\[ 2N/ /
i /
f(0|1> \ /
4 3 2 19 1 s@o 3 4i
T T

Die Parabel von y =x2+1 hat ihren Scheitelpunkt in S{ﬂ|l}. Die Parabel von _].?={.!:-2:|2 hat
ihren Scheitelpunkt in ${2]0).

Aufgabe 71 f(x) =x2+3.5; g(x) =x2+2.5: h(x)=x%; kx)=x*=0.5; m(x)=x*-2
Aufgabe 72 Flx)=(x+4)?; g(x) =(x+1.5)%; h(x) =(x=0.5)%; k{x) =(x = 1)*; m(x) =(x - 2.5)?
Aufgabe 73 Fx)=2(x+3)>=3; glx) =20z + 102+ 1.5; h(x) =2(x +0.5)>+0=2(x +0.5)?;

Wx)=20x=1)=2m{x)=2x-2.5)7+05

Aufgabe 74 a) Die Parabel von y=—0.1(x+100)>-2 ist nach unten gebffnet, ist gegeniiber der
Normalparabel um den Faktor 0.1 gestaucht und besitzt den Scheitelpunkt S{=100] = 2}.

17
b) Die Parabel von v = ]—gxz+ 12 ist nach oben geoffnet, ist gegentiber der Normalparabel

17
um den Faktor ﬁ gestaucht und besitzt den Scheitelpunkt S(0]12).

c) Die Parabel von y= 10(x —0.7)? ist nach oben geoffnet, ist gegeniber der Normal-
parabel um den Faktor 10 gestreckt und besitzt den Scheitelpunkt S(0.7]0).
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Lésungen zu den Aufgaben

Aufgabe 88 a) y-Achsenabschnitt: _vﬂ=5 ; zwei Nullstellen: X = 1 und x_, =35 ; Scheitelpunkt: 5{3| —4)
b) y-Achsenabschnitt: _vD= =4 . zwei Nullstellen: x = =1 und X, = =2 ; Scheitelpunkt:
S(-1.5/0.5)
c) y-Achsenabschnitt: -"’1,;,,:2 ; keine Nullstellen
d) y-Achsenabschnitt: Y= =4 ; eine Nullstelle: X, = -2 ; Scheitelpunkt: S(-2]0)
e) y-Achsenabschnitt: Yo= —48 ; zwei Nullstellen: X = =4 und xz=2 ; Scheitelpunkt:
S(-1]-54)
f)  y-Achsenabschnitt: ¥o= =9 ; zwei Nullstellen: x = =3 und .xz=3 ; Scheitelpunkt:
5(0]-9)
dg) y-Achsenabschnitt: _vﬂ=l5 ; zwei Nullstellen: x = —2und x_ =6 Scheitelpunkt: 5(218)
h) y-Achsenabschnitt: Yo —50; eine Nullstelle: xﬂ=5 ; Scheitelpunkt: S{SH}}
Aufgabe 89 a) Die Schnittpunkte von f und 8, sind A(2|2) und B(4|6). Punktproben von
Ar f(2)=-22+8-2-10=2 und gl{z} =2-2-2=2. Punktproben von
B: f(4)=-4+8-4-10=6 und 31{4]=2-4—2=E|.
b) Der Schnittpunkt von f und g, ist C(3]5). Punktproben von C: f(3) = -32+8:3-10=5
und 32{3] =2-3—1=5. Zwischen f und 8, gibt es keinen Schnittpunkt.
Aufgabe 90 a) £ —dx—4 = —§ |+4
w—dx+d = 0 [Tu
(x-2)° =0
x =2
Die Schnittpunktgleichung hat eine Losung. Die Graphen beruhren sich in einem Punkt.
Aus y = g(2) = — 8( g ist eine waagrechte Gerade) ergibt sich der Beriihrpunkt: B(2| —8).
b) 3 2 2x4+3 3 +1 |-4
-—xyt=2x = —-—x :
4 2
-3 —Bx+12 = —6c+4 |+6x—4
-7 =2x+8 = 0 |-(-1)
3x%+2x—-8 = 0 | abc—Formel
=2+/4498 =2+£10
Y2 T 6 T
x = -2
1
4
X, = ?

Die Schnittpunktgleichung hat zwei Losungen. Die Graphen schneiden sich in zwei

4
Punkten. Aus y1=g[—2}=4 und y2=g(§)= —1 ergeben sich die Schnittpunkte:

31{—2|4} und 32[%|— |]_
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