





40 Die Grundlagen des Rechnens: Zahlen, Briiche, Prozente und Potenzen
3 Wie hangen Primzahlen mit kgV und ggT zusammen?

Aufgabe 43 Kreuzzahlenratsel
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6 Wie rechnet man mit Briichen?

Aufgabe 71

Welche Rechnung ist im unten stehenden Bild dargestellt und was ist das Resultat
dieser Rechnung?
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6.1 Addition und Subtraktion von Briichen

Teilen wir einen Kuchen in 7 gleich grosse Stiicke, so misst jedes Stlick genau ein Siebtel
dieses Kuchens. Angenommen wir haben 3 solcher Stlicke, also drei Siebtel, und bekom-
men noch 2 Stiicke, also zwei Siebtel, hinzu. Dann haben wir insgesamt 5 solcher Stlicke,
also funf Siebtel des Kuchens.

bekommen wir, indem wir die die Zahler 3 und 2 addieren und den gemeinsamen
Nenner 7 beibehalten.
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8 Wie verwendet man Prozentangaben?

Aufgabe 89

Betrachten Sie diesen Kuchen. Er soll 600 Gramm wiegen. Wie viel wiegt der grun
markierte Teil des Kuchens?

8.1 Anteile als Prozentangabe
Der markierte Teil des Kuchen aus der Einstiegsaufgabe ist «vier Finftel» des ganzen
Kuchens. Wir haben drei Moglichkeiten, diesen Anteil darzustellen: als Bruch, als Dezi-

malzahl und in Prozent.

Anteil als Bruch

Der Anteil «vier Funftel» entspricht dem Bruch i

Anteil als Dezimalzahl

Da g =4:5=0.8, kdnnen wir den Anteil auch als Dezimalzahl mit 0.8 bezeichnen.

Anteil in Prozent

Prozente!” sind nichts anderes als eine Angabe als Bruch mit Nenner 100. Erweitern wir

den Anteil i auf den Nenner 100, so erhalten wir:

Statt «vier Funftel» konnen wir auch «80 Prozent» sagen. Wir schreiben dafiir: 80%.

[1] Per cento, ital. fur «hundert», «auf hundert bezogen».
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4
Die Prozentangabe 80%, der Bruch — und die Dezimalzahl 0.8 beschreiben denselben
Anteil.

Prozent

Mit Prozenten gibt man Anteile an. Prozente sind Briiche mit Nenner 100:

p
% = ——
P7 = 00

Aufgabe 90

Vervollstandigen Sie die Tabelle.

Anteil in Worten Bruch Dezimalzahl Prozent
1
ein Hundertstel —_—
100
ein Viertel 25%
die Halfte
0.75
das Ganze

8.2 Bruchteile ermitteln

Betrachten wir nochmals den Kuchen aus der Einstiegsaufgabe. Uns interessiert das Ge-
wicht des markierten Teils. Diesen Teil vom Ganzen nennt man auch Bruchteil.

Und wie ermittelt man den Bruchteil?

Wir erhalten den Bruchteil stets durch Multiplikation des Ganzen mit dem Anteil — unab-
hangig davon, in welcher Darstellung der Anteil vorliegt:

Anteil als Bruch

4
Der Anteil wird als Bruch — dargestellt. Wir multiplizieren das Ganze, die 600 (Gramm),
5

mit dem Anteil, also mit diesem Bruch:
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10.1 Das ist eine Potenz

Wenn man eine Zahl mehrfach zu sich selber addiert, so kann man diese Summe abkuir-
zend als Produkt darstellen:

2+2+2+2+2+2=6-2

Wenn man eine Zahl mehrfach mit sich selbst multipliziert, so gibt es auch eine verein-
fachte Darstellung:

2:2-2.2-2.2=20

Der Ausdruck 2° heisst Potenz und er bedeutet: Die Zahl 2 wird 6 mal mit sich selbst mul-
tipliziert. Man sagt dazu: «zwei hoch sechs».

Den wiederholt auftretenden Faktor, hier die 2, bezeichnet man als Basis. Die Zahl 6, die
die Anzahl der Faktoren angibt, heisst Exponent.

Basis 2

Wegen 2:2:2-2-2-2=64 ist 64 der Wert der Potenz 2° und wir sagen: «64 ist die sechste
Potenz von 2.»

6 Exponent

Die erste Potenz einer Zahl ist immer die Zahl selbst: 21 =2.

Und sogar die nullte Potenz gibt es, sie wird festgelegt. Jede Zahl (ungleich null) hoch 0
ist gleich 1. Das gilt auch fiir «<zwei hoch null»: 2°=1.

Potenz

Ist n eine natlirliche Zahl und @ eine beliebige Zahl, so heisst der Ausdruck a" die n-te
Potenz von a. Die n-te Potenz von @ bedeutet, dass die Zahl & insgesamt 7 mal mit sich
selbst multipliziert wird:

a*=a-a-a..a

» S
n Faktoren

Die Zahl a heisst Basis und die Zahl n heisst Exponent der Potenz a".

Fur a =0 legt man fest: a’=1.

Beispiele:

e 5hoch3ist 125: 5°=5-5-5=125.

 Die vierte Potenz von 3 ist 81: 3*=3-3-3-3=81.

 Die zweite Potenz einer Zahl nennt man deren Quadrat: Drei im Quadrat ist neun: 32=9.
Dies heisst so, weil ein Quadrat mit der Seitenlange 3 den Flacheninhalt 9 aufweist.

e |Ist die Basis 1, so ist fur jeden Exponenten n die Potenz gleich 1: 1" =1.

e |Ist die Basis 0 und » eine natirliche Zahl, so gilt: 0" =0.

e 12340= 1, da die nullte Potenz fir jede Basis, die ungleich null ist, gleich 1 definiert ist.

e Der Ausdruck 0° ist nicht definiert.
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11 Wie rechnet man mit negativen Exponenten?

Aufgabe 125

Betrachten Sie die Werte der Potenzen von links nach rechts. Welche Regel erkennen Sie?
Vervollstandigen Sie die Tabelle nach dieser Regel.

Potenz 25 24 23 22 21 20 2—1 2—2 2—3
Wert 32 16 8 4

11.1 Das bedeuten negative Exponenten

Was kénnte der Ausdruck 273 bedeuten? Macht es Uberhaupt Sinn, eine negative Zahl in

den Exponenten zu schreiben? Ja, tut es! Vieles lasst sich so namlich einfacher darstellen.

Wir wissen, was eine Potenz mit natlirlichem Exponenten bedeutet: 23=2-2-2. Was aber
bedeutet der Ausdruck 273? Schauen wir noch mal auf die Tabelle in der Einstiegsaufgabe.

Wir sehen: Wenn der Exponent um eins verkleinert wird, so wird der Wert der Potenz in
diesem Beispiel stets halbiert, weil wir mit einem Faktor 2 weniger multiplizieren.
2$=2-2-2=8
22=2-2=4
2t=2
20=1

Wir konnen dieses Muster einfach weiterfuhren, indem wir immer weiter halbieren:

1 1
 Jul S —
2 9l
2—2=l=_
4 92
2—3=l=_
8§ 73

Wir beobachten bei diesem Muster, dass allgemein gilt:

2= —
2}1

Aber ist diese Festlegung Uberhaupt sinnvoll? Dazu mussten die Rechenregeln fur natdr-
liche Exponenten auf negative Exponenten uUbertragbar sein. Das schauen wir uns an der
Multiplikationsregel an:
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12 Wie rechnet man mit Wurzeln?

Aufgabe 139 Vervollstandigen Sie die Tabelle.
x 2
%2 4 25 16
3 125 27 1000

12.1 Das ist eine Wurzel

Wenn wir eine Zahl hoch zwei rechnen, so nennen wir diesen Vorgang Quadrieren. Die
Zahl 9 ist das «Quadrat von 3», weil 32=9 gilt. Den umgekehrten Vorgang nennen wir Wur-
zelziehen oder Radizieren" und benutzen hierzu das Zeichen: ./ .

Die (zweite) Wurzel aus 9 ist die Zahl, die quadriert 9 ergibt. Das ist die Zahl 3, weil 32=9 gilt.
Mit Symbolen ausgedriickt: -\,u"?= 3.

Das Wurzelziehen macht das Quadrieren einer positiven Zahl riickgangig und umgekehrt:

Ouadrieren.. 32

U/'Zel Ziehe\'\‘.

Ist dann auch —3 eine Wurzel aus 9? Immerhin gilt ja auch ( —3)2=9. Die Antwort lautet:
nein! Die Wurzel aus einer Zahl ist nie negativ. Man mochte nicht, dass der Ausdruck
./ zwei Werte hat. Wenn Sie das bei einem Taschenrechner ausprobieren, dann gibt er

als Resultat fur /9 auch nur die 3 an:

\

[1] Radix (lat.): Wurzel.
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Bei hoheren Potenzen arbeitet man entsprechend mit hoheren Wurzeln. Beispielsweise ist die
«dritte Wurzel aus 8» die Zahl, die «hoch drei» 8 ergibt. Das ist die Zahl 2, denn 23=8. Man
verwendet fur diesen Vorgang auch das Wurzelzeichen, setzt aber eine kleine 3 vorne drauf,
um kenntlich zu machen, dass hier nicht die (zweite) Wurzel, sondern die dritte \Wurzel ge-
sucht ist: .":,."'E=2. Die dritte Wurzel macht somit die Rechnung «hoch drei» rickgangig:

\(\oCh drei.' 23

O/ 2 Ly
"t Warzeh

Zu den Begriffen: Die Zahl unter dem Wurzelzeichen heisst Radikand und die kleine Zahl
vorne auf dem Wurzelzeichen heisst Wurzelexponent.

\/ 8 Radikand

Wir konnen nun noch hohere Wurzeln ziehen.
Beispiele:

e Die vierte Wurzel aus 625 ist b: ..,4;" 625 =5, weil 5*=625.
e Die siebte Wurzel aus 128 ist 2: {128 =2, weil 27 =128.

e Die zwolfte Wurzel aus 1 ist 1: ii,r‘(l_= 1, weil 112 =1.
Allgemein gilt:

Waurzel

Ist @ =20 eine beliebige Zahl und n eine natirliche Zahl, so heisst der Ausdruck Q,‘{; die
n-te Wurzel aus a.

Die n-te Wurzel x = ¥/ a ist diejenige nichtnegative Zahl, deren n-te Potenz « ergibt: x" =a.
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Losungen zu den Aufgaben

Aufgabe 1 Man kann auf diese Weise 50 Zahlenpaare bilden, die zusammen jeweils 101 ergeben:
1+ 100=101
24+99=101

3+98=101 ;30-mal dasselbe Ergebnis

50+51=101 |

Das Resultat der Rechnung ist also: 50-101 = 5050

Aufgabe 2

O | 1.75 ist eine natiirliche Zahl.

1 ist die kleinste natiirliche Zahl.

Ist n eine natirliche Zahl, dann ist auch n + 1 eine naturliche Zahl.

Zahlt man zwei natlrliche Zahlen zusammen, so erhalt man eine naturliche
Zahl.

0 Subtrahiert man zwei natlrliche Zahlen, so erhalt man in jedem Fall eine
natlrliche Zahl.

[ | Ista irgendeine Zahl, so ist das Doppelte von a sicher eine natiirliche Zahl.

[J | Die Null ist eine natiirliche Zahl.

Aufgabe 3 Wenn man zwei Zahlen addiert, so entsteht eine Summe. Das Produkt der Zahlen 4 und 7
ist 28 und deren Summe ist 11. In der Rechnung 15:5=3 heisst die Zahl 5 der Divisor und
die Zahl 3 ist der Quotient. In der Rechnung 5 —3 =2 ist die Zahl 3 der Subtrahend und die
Zahl 5 der Minuend. Die Subtraktion ist die Umkehrung der Addition und die
Division ist die Umkehrung der Multiplikation.

Aufgabe 4 a) 2:7-5=2-57

=10-7
= ?['_]
b) 12+16+8+9+11+4=(12+8)+(16+4)+(9+11)
=20+20+20
=60

c) 122+39+18+9+11+1=(122+18)+(39+1)+(9+11)
=140+40+20
=200

d) 4-8-25-5=(4-25)-(5-8)
=100-40
= 4000
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Aufgabe 14 a) 15:5-3=9
b) 24+(12-2)=34
c) 40-(25:5) =200
d) Hier sind verschiedene Varianten moglich. Zum Beispiel: 1000 50-{10=10) =0

e) (6+3):(6+3)=1

Aufgabe 15 a) 15-8-100=120-100
=20
b) 32:16+4=2+4
=6
c) 55:5-3-2=11-6
=5
d) (15+5):(15-5)=20:10

Aufgabe 16

Aufgabe 17 a) Bei 18 Muffins gibt es die folgenden sechs Aufteilungen:

1 Sackli mit 2 Sackli mit 3 Sackli mit
18 Muffins 9 Muffins 6 Muffins
6 Sackli mit 9 Sackli mit 18 Sackli mit

3 Muffins 2 Muffins 1 Muffins
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b) Bei 7 Muffins gibt es diese zwei Aufteilungen:

1 Sackli mit 7 Sackli mit
7 Muffins 1 Muffin
Aufgabe 18 Die Teiler der Zahl 20 sind 1, 2, 4, 5, 10 und 20. Die Teiler der Zahl 31 sind 1 und 31. Die

Teiler der Zahl 36 sind 1, 2, 3, 4, 6,9, 12, 18 und 36.

(=
(V]
Aufgabe 19 Jede Zahl hat unendlich viele Vielfache. Die Vielfachen der Zahl 6 sind: 6, 12, 18, 24, ... usw. g
§
Aufgabe 20
Sie ist durch 2 teilbar.
Sie ist durch 3 teilbar.
Sie ist durch 4 teilbar.
[0 | Sieist durch 5 teilbar.
Sie ist durch 6 teilbar.
[0 | Sie ist durch 8 teilbar.
O | Sieistdurch 9 teilbar.
Aufgabe 21 99999 ist die grosste durch 3 teilbare flinfstellige Zahl. Aber sie ist eben auch durch 9 teil-

bar, und das soll sie nicht sein. Also subtrahieren wir: 299940 =3 =009%94  Diese Zahl er-
fullt die Bedingungen.

Aufgabe 22 1000 ist die kleinste vierstellige Zahl. Sie ist aber nicht durch 9 teilbar. Wir zahlen weiter,
bis die Quersumme 9 ist: 1008 erflllt die Bedingungen.

Aufgabe 23 1000 ist durch 4 teilbar, aber nicht durch drei. Wir addieren nun so lange eine 4, bis die
Quersumme durch 3 teilbar ist. Dies ist bei 1008 bereits der Fall.
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Aufgabe 24
1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10
11 12 113|114 |15 |16 | 17 | 18 | 19 | 20
21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28| 29 | 30
31 |32 (33|34 |35 |36 |37 |38 |39 |40
41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50
51 b2 | B3 | 54 | 55 | 56 | 57 | 58 | B9 | 60
61 | 62 |63 |64 | 65 | 66 | 67 | 68 | 69 | 70
71 72 | 73 | 74 | 75 | 76 | 77 | 78 | 79 | 80
81 | 82|83 |84 |8 |86 |87 | 88|89 |90
91 | 92 | 93 |94 | 95 | 96 | 97 | 98 | 99 | 100
Aufgabe 25 80=2-2-2-2-5:150=2-3-5-5;252=2-2:3-3-7
Aufgabe 26 a) 3087 ist durch 3 und durch 9 teilbar (Quersumme ist 18). 87078 ist durch 3 teilbar
(Quersumme ist 30). 77076 ist durch 3 und durch 9 teilbar (Quersumme ist 27). 25352
ist weder durch 3 noch durch 9 teilbar (Quersumme ist 17).
b) Man muss nur die letzten beiden Stellen anschauen: 244; 5680; 956 und 887 332 sind
durch 4 teilbar, weil 44; 80; 56 und 32 durch 4 teilbar sind.
c) Dasist 99999.
d) 1035 hat die Quersumme 9 und als letzte Ziffer eine 5. Kleinere vierstellige Zahlen er-
fullen die Anforderungen nicht.
e) Die grosste durch 4 teilbare zweistellige Zahl ist 96. Dann ist jede Zahl, die auf diesen
Ziffern endet, durch 4 teilbar. Die grosste sechsstellige Zahl, die dies erfullt, ist also
999 996.
Aufgabe 27 a) Die Quersumme muss durch 9 teilbar sein. Dies erreichen wir, indem an der Stelle des
Platzhalters eine 3 steht. Die Quersumme ist dann 27.
b) Die Quersumme muss durch 3 teilbar sein. Ohne die fehlende Zahl ist die Quersumme 17.
Wir konnen also eine 1, eine 4 und eine 7 an die Stelle des Platzhalters setzen.
c) Wenn die Zahl durch 4 teilbar sein soll, muss der Platzhalter eine gerade Zahl sein.
Infrage kommen also die Zahlen 0, 2, 4, 6 und 8. Die Quersumme ohne die fehlende
Zahl ist 39, ist also durch 3 teilbar. Das bedeutet, dass von den infrage kommenden
nur die Ziffern 0 und 6 eingesetzt werden konnen; nur so entsteht wieder eine durch
3 teilbare Quersumme.
d) Die Zahl muss gerade und durch 3 teilbar sein. Die Quersumme ohne die fehlende Zif-

fer ist 14. Weil wir nur gerade Ziffern einsetzen dirfen, kommt nur die 4 infrage. Die
Quersumme ist dann 18 und die Zahl somit durch 3 teilbar.
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Aufgabe 28
25 ist ein Vielfaches von 25.
O |25 ist ein Vielfaches von 0.
O |12 ist ein Teiler von 18.
Fur je zwei naturliche Zahlen gibt es eine Zahl, die Teiler der beiden Zahlen ist.
Fur je zwei naturliche Zahlen gibt es eine Zahl, die Vielfaches der beiden
Zahlen ist.
Jede Zahl, die durch 8 teilbar ist, ist auch durch 4 teilbar.
[J | Eine Zahl, die durch 4 und durch 6 teilbar ist, ist auch durch 24 teilbar.
[0 | Die Zahl 102317 besitzt zwei verschiedene Primfaktorzerlegungen.
(=
Aufgabe 29 a) 105=3-57 ‘é’a
=}
b) 1500=2-2-3-5-5:5 3
c) 1575=3-3-5-5-7
Aufgabe 30
Primfaktorzerlegung
waagrecht 1 10 senkrecht
1. 20 2 2 5 1. 4
2 12
2 180 2121313 b 2. 5720
3 4 3 2 2 2 152 3. 150
4 66 4. 4
13 16
5. 130 311 Hhlh 9. 110
6 25 5 ,] 3 142 5 7 10. 15
7 1100 11. 425
6 9 n
8 374 bl h 2 7 113 12, 7700
9 910 7 2 2 5 5 1 1 15. 650
13. 125 5 16. 35
4. 70 2 11117
Aufgabe 31 a) Wir spalten 6511 an der vorletzten Stelle auf: 65|11 und addieren das Doppelte von 65

zu11:2:65+11=130+11=141. Weil 141 nicht durch 7 teilbar ist, ist auch 6511 nicht

durch 7 teilbar.

b) Wir spalten 10192 an der vorletzten Stelle auf: 101|92 und addieren das Doppelte von
101 zu 92: 2- 101 +92=294. Weil 294 durch 7 teilbar ist, ist auch 10192 durch 7 teilbar.
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